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1 Der n-Dimensionale Quader
Betrachten wir ein Rechteck der Kantenlänge a × b, wobei a+ b =: σ : const. Die Frage lautet: für welche(positiven) Werte
von a,b wird die Fläche A = a · b maximal? Antwort:

a = b =
σ

2
→ Amax =

σ2

4

Wir wollen diese Aussage auf das hyper-Volumen von n-Dimensionalen Quadern verallgemeinern:

Seien a1, a2, .., an ∈ R+ frei wählbar :
n∑
i=1

ai = σ = const.

Sei Pn :=
n∏
i=1

ai und P̂n : der Maximalwert von Pn

Zu zeigen: Pn = P̂n =
σn

nn
für ai =

σ

n
∀ 1 ≤ i ≤ n

dh:
(
∃ i : ai 6=

σ

n

)
⇒
(
Pn < P̂n

)

Beweis
Induktionsanfang:

n = 1→ a1 = σ und P̂1 = σ

Induktionsannahme:
P̂n =

σn

nn
für ai =

σ

n
= ∀ 1 ≤ i ≤ n

Induktionsschritt:

Pn+1 = an+1 ·
n∏
i=1

ai

Sei an+1 > 0 beliebig aber fest.⇒
n∑
i=1

ai = σ − an+1 =: σ′ = const

P̂ ′n+1 := P̂n · an+1, P̂n+1 = max
{
P̂ ′n+1 | an+1 ∈ R+

}

P̂ ′n+1 =
(
σ′

n

)n
· an+1 =

(
σ − an+1

n

)n
· an+1, f ür ai =

σ − an+1

n
∀i ≤ n

f(x) :=
(σ − x)n · x

nn
, x ≤ σ, f ′(x) :=

df(x)
dx

=
(σ − x)n−1

nn
· [σ − x(n+ 1)]

f ′(x0) = 0⇒
(
x =

σ

n+ 1

)
∨ (x = σ)
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Für x = σ ist f minimal. Für x =
σ

n+ 1
ist f maximal (wäre noch zu zeigen).

⇒ P̂ ′n+1 max für an+1 =
σ

n+ 1
→ ai =

σ

n+ 1
∀i

⇒ P̂n+1 =
(

σ

n+ 1

)n+1

, f ür ai =
σ

n+ 1
∀ 1 ≤ i ≤ n+ 1

2 Interpolation affiner Abbildungen
Es seien

x1, ..., xN ∈ Rn , y1, ..., yN ∈ Rm, N > min{n,m}
beliebige Punkte, so dass xi 6= xj für i 6= j. Gesucht ist eine affine Transformation

F : Rn → Rm , F (x) = Ax+B , A ∈ L(Rn,Rm) , B ∈ Rm

so dass

E(A,B) :=
N∑
i=1

‖yi − F (xi)‖2

extremal (gegebenfalls minimal) wird. Dabei sei ‖·‖ die Euklidische Norm.

Ansatz
Die Funktion E : Rn+m → [0,∞), mit Parametern Ajk, Bj , k = 1, .., n, j = 1...m, ist offensichtlich glatt. An lokalen Extrema
A0 ∈ Rn·m, B0 ∈ Rm muss demnach gelten

∂E
∂Ajk

(A0, B0) =
∂E
∂Bj

(A0, B0) = 0 ,

Schreiben also:

∂E
∂Ajk

=
N∑
i=1

∂

∂Ajk

m∑
l=1

[
yli − F l(xi)

]2
= −2

N∑
i=1

m∑
l=1

[
yli − F l(xi)

]
· ∂F

l(xi)
∂Ajk

= −2
N∑
i=1

m∑
l=1

[
yli −

n∑
r=1

Alrxri −Bl
]
· ∂

∂Ajk

[
n∑
p=1

Alpxpi +Bl

]
︸ ︷︷ ︸

δjlδkpxr
i

= −2
N∑
i=1

[
yji −

n∑
r=1

Ajrxri −Bj
]
xki

!= 0

⇒
n∑
r=1

Ajr
N∑
i=1

xrix
k
i︸ ︷︷ ︸

akr

+Bj
N∑
i=1

xki︸ ︷︷ ︸
αk

=
N∑
i=1

yji x
k
i︸ ︷︷ ︸

bjk

, j = 1, ..,m, k = 1, .., n

bzw.

∂E
∂bj

= −2
N∑
i=1

m∑
l=1

[
yli −

n∑
r=1

Alrxri −Bl
]
· ∂
∂bj

[
n∑
p=1

Alpxpi +Bl

]
︸ ︷︷ ︸

δjl

= −2
N∑
i=1

[
yji −

n∑
r=1

Ajrxri −Bj
]

!= 0

⇒
n∑
r=1

Ajr
N∑
i=1

xri︸ ︷︷ ︸
ãr

+BjN =
N∑
i=1

yji︸ ︷︷ ︸
b̃j

, j = 1, ..,m
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Obere (n ·m+m) Gleichungen stellen ein lineares, inhomogenes Gleichungssystem, mit den Unbekannten

Ajk, Bj , j = 1, ..,m, k = 1, .., n

gemäß

a11 a12 . . . a1n 0 . . . 0 . . . . . . 0 . . . 0 α1 0 . . . 0
a21 a22 . . . a2n 0 . . . 0 . . . . . . 0 . . . 0 α2 0 . . . 0
...

... . . .
an1 an2 . . . ann 0 . . . 0 . . . . . . 0 . . . 0 αn 0 . . . 0
0 0 . . . 0 a11 . . . a1n . . . . . . 0 . . . 0 0 α1 . . . 0
...

...
...

0 0 . . . 0 an1 . . . ann . . . . . . 0 . . . 0 0 αn . . . 0
...

...
0 0 . . . 0 0 . . . 0 . . . . . . a11 . . . a1n 0 0 . . . α1

...
...

0 0 . . . 0 0 . . . 0 . . . . . . ann . . . ann 0 0 . . . αn

ã1 ã2 . . . ãn 0 . . . 0 . . . . . . 0 . . . 0 N 0 . . . 0
...

. . .
...

...
. . .

...
0 0 . . . 0 0 . . . 0 . . . . . . ã1 . . . ãn 0 0 . . . N



·



A11

A12

...
A1n

A21

...
A2n

...
Amn

B1

...
Bm



!=



b11

b12

...
b1n

b21

...
b2n

...
bmn

b̃1

...
b̃m



dar. Nach lösen diese

3


	1 Der n-Dimensionale Quader
	2 Interpolation affiner Abbildungen

