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Aufgabe 1

Sei
P (x) := anxn + an−1x

n−1 + ... + a0, an 6= 0, n : ungerade

ein beliebiges reelles Polynom ungerader Ordnung. Dann gilt:

lim
x→∞

P (x) = sgn(an) · ∞

und
lim

x→−∞
P (x) = −sgn(an) · ∞

Da P : R → R stetig folgt:

∃ x1, x2 ∈ R : (P (x1) < 0) ∧ (P (x2) > 0) ⇒ ∃ ξ ∈ (x1, x2) : P (ξ) = 0

Aufgabe 2

Sei f : [a, b] → [a, b], a < b eine stetige Funktion. Dann ist die Funktion h(x) := f(x)− x auch stetig, und es gilt:

f(a) ≥ a ∧ f(b) ≤ b

• Fall 1: f(a) = a ∨ f(b) = b → fertig!

• Fall 2: f(a) > a ∧ f(b) < b. Dann gilt:

h(a) > 0 ∧ h(b) < 0 ⇒ ∃ ξ ∈ (a, b) : h(ξ) = 0 ⇒ f(ξ) = ξ

Aufgabe 3

a) Sind k, b ∈ R so dass lim
x→∞

f(x)
x

= k, und lim
x→∞

[f(x)− kx] = b. Dann gilt:

lim
x→∞

[f(x)− (kx + b)] = lim
x→∞

[f(x)− kx]− lim
x→∞

b = b− b = 0

also ist y(x) := kx + b eine Asymptote von f(x). Analoges gilt auch für x → −∞.
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b) • f1(x) =
√

Ax2 + Bx + C (A > 0)

lim
x→±∞

f1(x)
x

= lim

√
A +

B

x
+

C

x2
=
√

A

lim
x→±∞

[
f(x)− x

√
A
]

= lim
Ax2 + Bx + C −Ax2

√
Ax2 + Bx + C + x

√
A

= lim
B + C

x√
A + B

x + C
x2 +

√
A

=
B

2
√

A

⇒ y(x) :=
√

Ax +
B

2
√

A
Asymptote von f1

• f2(x) =
Ax2 + Bx + C

Dx + E
(D 6= 0)

lim
x→±∞

f2(x)
x

= lim
A + B

x + C
x2

D + E
x

=
A

D

lim
x→±∞

[
f2(x)− Ax

D

]
= lim

DAx2 + DBx + DC −ADx2 − EAx

D(Dx + E)
= lim

DB + DC
x − EA

D
(
D + E

x

) =
DB − EA

D2

⇒ y(x) :=
A

D
· x +

DE − EA

D2
Asymptote von f2

Aufgabe 4

a) f(x) = x2 , f : R → R

Sei ε := 1 und δ > 0 beliebig. Dann seien : x :=
1
δ
, y := x + δ

Dann gilt:

|x− y| = δ ≤ δ

∣∣x2 − y2
∣∣ = |(x− y)(x + y)| = δ|x + y| > 2δ|x| = 2 > ε

⇒ nicht GS

b) f(x) =
√

x , f : [0,∞) → R.

Sei ε > 0 beliebig. Dann sei δ := ε2

⇒ ∀ x, y ∈ [0,∞) : |x− y| < δ ⇒
∣∣√x−√y

∣∣ ≤√|x− y| <
√

δ = ε ⇒ GS
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c) f(x) = sin 1
x , f : (0, 1) → R.

Sei ε := 1 und δ > 0 beliebig. Dann :

∃ x ∈

(
0,

√
δ

π

)
∧ x =

2
π(1 + 4k)

, k ∈ N ⇒ 1
x

=
π

2
+ 2πk ⇒ sin

1
x

= 1

→ Sei y :=
x

1 + xπ
⇒ |x− y| =

∣∣∣∣x− x

1 + πx

∣∣∣∣ = x2π

1 + xπ
< x2π < δ

1
y

=
1
x

+ π ⇒ sin
1
y

= −1 ⇒ |f(x)− f(y)| = 2 > ε ⇒ nicht GS

Aufgabe 5

Beweis durch Widerspruch: Angenommen solch eine Umgebung existiert nicht. Das heisst:

∀ δ > 0 : ∃ x ∈ Uδ(x0) : f(x) ≤ 0

Sei (δn) ⊂ R eine Folge definiert durch δn :=
1
n

. Es gilt:

δn → 0 ∧ ∀ n ∈ N : ∃ xn ∈ Uδ(x0) : f(xn) ≤ 0 ⇒ lim xn = x0 ∧ lim f(xn) ≤ 0 6= f(x0) ⇒ nicht stetig! Widerspruch!
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