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Aufgabe 39 (2)

Seien K ein Körper , n ∈ N und A der Ring aller oberen Dreiecksmatrizen in Kn×n. Bestim-
men Sie Z(A).

Aufgabe 40 (2+2)

Berechnen Sie den ganzen Abschluss von Z in Q(i) und Q(
√
−3).

Aufgabe 41 (2+2)

Es seien K ein Körper, V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und f ∈ EndK(V ). Wie
in Aufgabe 25 fassen wir V als K[X]-Modul auf.

(i) Zeigen Sie, dass V ein K[X]-Torsionsmodul ist.

(ii) Es sei V ≃ K[X]/(ϕ) mit ϕ = Xn + an−1X
n−1 + . . . + a1X + a0 ∈ K[X]. Zeigen Sie,

dass V eine K-Basis hat, bzgl. der die Matrix von f die folgende Form hat:
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Aufgabe 42 (2+3)

Es sei F eine freie abelsche Gruppe mit Basis b1, . . . , bn, und es sei E eine Untergruppe von
F mit Erzeugenden

ci =
n

∑

j=1

aijbj (i = 1, . . . , m);

dabei sei aij ∈ Z für alle i, j. Wir setzten A := (aij) ∈ Zm×n. Zeigen Sie:

(i) Ist m < n, so ist |F : E| = ∞.

(ii) Im Fall m = n gilt |F : E| < ∞ genau dann, wenn det(A) 6= 0 ist. Ggf. ist |F : E| =
|detA|.


