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Aufgabe 5 (2+ ...+ 2)

Gegeben sei ein Integritidtsbereich R, d.h. ein kommutativer Ring R # {0} mit ab # 0 fiir
alle a,b € R~ {0}.

(i) Zeigen Sie, dass durch (r,s) ~ (r',s') :< rs’ = r's eine Aquivalenzrelation auf R x (R ~
{0}) definiert wird; die entsprechenden Aquivalenzklassen werden mit [r, s] bezeichnet.

(ii) Zeigen Sie, dass man durch
[r, 8] + [t,u] == [ru+ st, su] und [r, s] - [t,u] := [rt, su]
wohldefinierte Verkniipfungen auf Q(R) := {[r,s] : r,s € R, s # 0} erhélt.

(iii) Zeigen Sie, dass Q(R) so zu einem Korper wird; man nennt Q(R) den Quotientenkor-
per von R.

(iv) Zeigen Sie, dass die Abbildung f : R — Q(R),r — [r, 1], ein Monomorphismus ist.

(v) Zeigen Sie, dass zu jedem Korper K und jedem Homomorphismus g : R — K genau ein
Homomorphismus h : Q(R) — K mit g = ho f existiert.

vl) Bewelsen die, dass jedes Element in le Form < mit r,s € R, s at.
i) Beweisen Sie, dass jedes El in Q(R) die Form £73 mi R,s#0h

Aufgabe 6 (2+2)
Zeigen Sie, dass fiir jedes Ideal I eines kommutativen Ringes R gilt:

(i) Genau dann ist I ein maximales Ideal in R, wenn der Restklassenring R/I ein Korper
ist.

(ii) Genau dann ist I ein Primideal in R, wenn R/I ein Integritétsbereich ist.

Aufgabe 7 (3)
Ein Primideal P in einem Ring R heifft minimal, falls kein Primideal ) in R mit Q C P

existiert. Zeigen Sie unter Verwendung von Zorns Lemma, dass zu jedem Primideal I in einem
kommutativen Ring R ein minimales Primideal P in R mit P C I existiert.

Aufgabe 8 (3)
Gegeben sei eine nichtleere multiplikative Teilmenge X eines kommutativen Ringes R (d.h.

xy € X fur alle z,y € X). Zeigen Sie unter Verwendung von Zorns Lemma, dass zu jedem
Ideal I in R mit I N X = 0 ein Primideal P in R mit I C P und PN X = () existiert.



