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I"Jbungen zur Algebra II
Blatt 1

Aufgabe 1 (2+2+2)

Zeigen Sie, dass fiir jeden Ring R gilt:

(i) Fiir jede Familie (I;);es von Idealen I; in R ist auch der Durchschnitt ()
in R.

(ii) Fiir Ideale I4,..., I, in R ist auch die Summe

L4+ Ty={x1++a,:m €L1,...,2, € I,}

e I; ein Ideal

ein Ideal in R.
(iii) Fiir Ideale I, J in R ist auch das Produkt

IJ:= {Zxkyk (X1, ey €1, Y1, yn € J, n € No}
k=1

ein Ideal in R mit IJ C InNJ.

Aufgabe 2 (3)

Gegeben sei ein Ideal I in einem Ring R. Zeigen Sie, dass die Menge
R/I:={r+1:r€R}
aller Nebenklassen von R nach I zu einem Ring wird, wenn man fiir a,b € R definiert:
(a+I)+(b+1):=(a+b)+1 und (a+1)-(b+1):=ab+1.

Man nennt R/I den Restklassenring von R modulo I.

Aufgabe 3 (2+2+2)

(i) Zeigen Sie, dass ein kommutativer Ring R genau dann einfach ist, wenn er ein Kérper
ist.

(ii) Zeigen Sie, dass der volle Matrixring K™*" fiir jeden Koérper K und alle n € N ein
einfacher Ring ist.

(iii) Fiir welche n € Ny ist das Ideal nZ ein maximales Ideal in Z7

Aufgabe 4 (2+2+2)

Ein echtes Ideal P in einem Ring R heiflt Primideal, falls fiir alle Ideale I, J von R gilt:
IJCP=—=ICPVJCP.

(i) Zeigen Sie, dass jedes maximale Ideal in R ein Primideal ist.

(ii) Geben Sie ein Beispiel dafiir an, dass in (i) die Umkehrung nicht gilt.

(iii) Beweisen Sie, dass ein echtes Ideal P eines kommutativen Rings R genau dann ein
Primideal ist, wenn fiir alle a,b € R gilt: abe P=—=a € PV bec P.



