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Aufgabe 10 (2+2+2+2+2+2+2)

Für ein Elementa in einer GruppeG nennt man

ord(a) = min{n ∈ N : an = 1}

die Ordnung vona. Existiert das Minimum nicht, so sagt man, dassa unendliche Ordnung hat,
und schreibtord(a) = ∞. Zeigen Sie:

(i) In einer endlichen GruppeG hat jedes Element endliche Ordnung.

(ii) Hat a die Ordnungn < ∞, so sind die Elemente1, a, a2, . . . , an−1 paarweise verschieden.

(iii) Für k, l ∈ Z gilt in (ii): ak = al ⇔ k ≡ l (mod n).

(iv) Für m ∈ Z gilt in (ii): am = 1 ⇔ n|m.

(v) Für i ∈ N gilt in (ii): ord(ai) = n
ggT(i,n)

.

(vi) Sind a, b ∈ G Elemente endlicher Ordnung mitab = ba undggT(ord(a), ord(b)) = 1, so
ist ord(ab) = ord(a) ord(b).

(vii) Berechnen Sie die Ordnungen der Elemente inU(Z/24Z).

Aufgabe 11 (2+2+2+2)

Beweisen Sie:

(i) 641|225

+ 1.

(ii) 2 6= p ∈ P ⇒
(

p−1
2

!
)2

≡ (−1)(p+1)/2 (mod p).

(iii) 2 6= p ∈ P ∧ n ∈ N ⇒ (1 + p)pn−1

≡ 1 + pn (mod pn+1).

(iv) 2 ≤ n ∈ N ⇒ 52n−2

≡ 1 + 2n (mod 2n+1).

Aufgabe 12 (2+2+2)

Zeigen Sie, dass für jeden KörperK und jede endliche UntergruppeG von (K r {0}, ·) gilt:

(i) Für t ∈ N enthältG entweder 0 oderϕ(t) Elemente der Ordnungt.

(ii) Für jeden (positiven) Teilert von |G| enthältG genauϕ(t) Elemente der Ordnungt.

(iii) Es existiert ein Elementa ∈ G mit G = {1, a, a2, . . . , an−1} undn = |G|.


