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1 Mengen

Logik

Nur weil Mause Vierbeiner sind, heifit es noch lange nicht, dass jeder Vierbeiner
eine Maus ist. In diesem kurzen Abschnitt geht es darum, welche Schlussfolge-
rungen zuléssig sind. Auflerdem wird einiges an Notation eingefiihrt.

Aussagen Aussagen sind entweder wahr oder falsch. ,,Der Dachs ist ein Sduge-
tier” ist eine wahre Aussage, dagegen ist die Aussage ,,Die Eins ist eine negative
Zahl* falsch.

Aussagen konnen verneint werden: aus ,,Ich mag Schockolade® wird etwa ,,Ich
mag Schockolade nicht“. Ist P eine Aussage, so bezeichnet man mit —P die
verneinte Aussage. Bei der Verneinung von komplexen Aussagen, wie etwa ,,Ist
der Koch blau, dann ist die Suppe versalzen oder die Bohnen sind nicht gar*,
muss man vorsichtig sein.

Man kann zwei Aussagen zu einer Aussage zusammenfassen, etwa ,,Der Eis-
verkaufer ist da, und ich habe gerade Taschengeld bekommen®, oder ,,Gibst du
mir eins deiner Lollis, so bin ich dein bester Freund,,. Die verschiedenen Wege,
Aussagen zusammenzufassen, kann man gut mit Wahrheitstafeln voneinander
unterscheiden. Vier Zusammenfassungsregeln sind:

a) Und A Ich ging einkaufen, und die Sonne schien.

b) Oder Vv Entweder méhe ich den Rasen, oder ich jate Unkraut — oder
beides.

c¢) Implikation =-: Wenn es morgen regnet, dann bleibe ich zu Hause —
aber vielleicht tue ich das sowieso.

d) Aquivalenz <  Wenn du sofort dein Zimmer aufraumst, dann darfst du
eine halbe Stunde fern gucken — sonst aber nicht.

Wahrheitstafeln:
P Q|-P|PANQ|PVQ|P=Q|P<sQ
Fr F|W I I W %4
F Wi w F %4 |44 F
W F | F F w F F
W W | F w w W w

Beachten Sie: PV @ ist nur falsch, wenn P, () beide falsch sind; und P = () ist
nur falsch, wenn P wahr und @ falsch ist. Die Aussagen (—=P)V @ und P = Q
sind sogar dquivalent.



Will man zeigen, dass alle Vierbeiner Mé&use sind, so reicht es nicht aus, um
nachzuweisen, dass alle Méuse Vierbeiner sind. Dagegen ist die Aussage ,,Al-
le Vierbeiner sind Mause“ &dquivalent zur (falschen) Aussage ,Alles, was kein
Maus ist, ist auch kein Vierbeiner,. In Symbolen ausgedriickt will ich sagen,
dass die Folgerung (P = Q) = (Q = P) nicht immer gilt, die Aquivalenz
(P = Q) < (-Q = —P) dagegen schon. Diese beiden Behauptungen lassen mit
Wahrheitstafeln nachweisen.

P Q|P=Q|Q=P|(P=Q)=(Q=P)
F F 44 |44 w
Fw w F F
| F |14 |44
w W W |44 |14
P Q -P —|Q P:>Q —|Q:>ﬂP (P=>Q)(:)(—|Q=>ﬂp)
F F|W | W |44 |44 |44
F W| W | F |44 |14 |14
w F | F | W F F w
w Wi F | F |44 |44 44

Aussageformen und Quantifikatoren FEine Aussageform ist eine Aussage
mit einem oder mehreren freien Variablen. Es hangt vom Wert der Variable(n) ab,
ob die Aussage wahr oder falsch ist. Schreibt man etwa P(z) fiir die Aussageform
,x ist eine reelle Zahl, die 2? — z = 0 erfiillt*, so ist P(0) eine wahre und P(3)
eine falsche Aussage.

Gerade machten wir die Aussageform P(z) zu einer Aussage, indem wir den
Wert © = 3 einsetzen. Man kann aber auch Quantifikatoren benutzen, um aus
Aussageformen Aussagen zu machen. Wir benttigen drei Quantifikatoren:

a) V ,fir alle” Beispiel: ,\Va: 2?2 > 0“ ist die Aussage, dass jedes x die
Ungleichung 2% > 0 erfiillt.

b) 3 ,es gibt (mindestens) ein“ Beispiel: ,,3x: x ist eine ganze Zahl und
x? = 2“ ist die (falsche) Aussage, dass /2 eine ganze Zahl ist.

c) 3!, es gibt genau ein“ Beispiel: ,,3!z: z ist eine ganze Zahl und 2? = y*
ist eine Aussageform, die fiir y = 0 wahr ist, aber fiir y = 3 bzw. y = 4
falsch ist, denn dort gibt es keine bzw. zwei Moglichkeiten fiir x.

Mengen

Wer Mathematik-Vorlesungen besucht, wird mit sehr vielen Definitionen konfron-
tiert. Eine zufriedenstellende Definition des Mengenbegriffs ist aber nicht dabei,
stattdessen wird erwartet, dass man ungefidhr weifl; was eine Menge ist. Die vier
wichtigsten Punkte:



a) Mengen wurden von Cantor eingefiihrt. Traditionell gibt man anstelle einer
formalen Definition das folgende Zitat wieder:

Unter einer ,Menge‘ verstehen wir jede Zusammenfassung M von
bestimmten wohlunterschiedenen Objecten m unsrer Anschauung
oder unseres Denkens (welche die ,Elemente‘ von M genannt
werden) zu einem Ganzen. (G. Cantor, 1895)

b) Somit bilden die rationalen Zahlen eine Menge, und die Stddte Thiiringens
mit mehr als 50.000 Einwohnern bilden eine andere.

Fine Menge ensteht durch Zusammenfassung von Finzeldingen zu
einem Ganzen. Eine Menge ist eine Vielheit, als Einheit gedacht.

(F. Hausdorff, 1927)

c¢) Allerdings sind manche Zusammenfassungen, die man sich vorstellen kann,
— die Zusammenfassung aller Mengen, zum Beispiel — so grof}, dass man sie
nicht als Mengen durchgehen lassen kann (Stichwort: Russellsche Parado-
xon).

d) Aber dieser Problematik miissen wir uns — wenn iiberhaupt — erst dann
stellen, wenn wir im Hauptstudium eine Axiomatische Mengenlehre horen.
Denn die Methoden, die wir benutzen, um neue Mengen zu konstruieren,
liefern als Ergebnis tatsédchlich immer Mengen.

Mengen bestehen aus Elementen. Ist M eine Menge und z ein Element dieser
Menge, so driickt man diese Tatsache durch die Bezeichung x € M aus. So ist
zum Bespiel 1 € Z, wobei Z die Menge aller ganzen Zahlen ist. Die Verneinung
vonxGMistx%M.Esistetwa%gZ.

Eine Menge M heifit endliche, wenn sie nur endlich viele Elemente enthélt.
Sind ay,as, ..., a, diese Elemente, so schreibt man M = {aj,as,...,a,}. Die
Anzahl der Elemente nennt man die Mdachtigkeit |M| der Menge. Beispiel: Die
Menge M = {0,3,7,15} hat Méchtigkeit |M| = 4. Insbesondere im Fall n = 0
erhélt man die leere Menge () = {}, d.h. die Menge, die keine Elemente enthélt.

Einige wichtige Mengen:

Die Menge N = {1,2,3,4,5,...} aller natiirlichen Zahlen'

o Die Menge Ny = {0,1,2,3,4,5,...} aller natiirlichen Zahlen einschl. 0
Die Menge Z = {...,—2,—1,0,1,2,...} aller ganzen Zahlen

Die Menge der rationalen Zahlen

Die Menge der reellen Zahlen

Die Menge der komplexen Zahlen (kommt noch)

QrRONZZ



Definition (Gleichheit von Mengen)
Zwei Mengen M, N heiflen genau dann gleich, wenn gilt: jedes Element aus M
ist gleichzeitig ein Element aus /V, und auch umgekehrt. In Symbolen:

(M=N) < Mz:(xeM)< (zeN)).
Beachten Sie hierzu:

e Die Mengen {1,2,3} und {1,2,2,3} sind gleich, denn jedes Element der
ersten Menge ist Element der zweiten, und auch umgekehrt. Beide Mengen
haben auch genau drei Elemente.

e Dedekind stellte sich eine Menge vor wie einen geschlossenen Sack, der die
Elemente der Menge enthélt. Stelle ich mir aber einen roten und einen
blauen Sack vor, die die gleichen Elemente enthalten, so stellen nach obiger
Definition diese beiden Séacke die gleiche Menge dar: die farbliche Unter-
schied ist unerheblich.

Eine Menge N heifit eine Teilmenge der Menge M, wenn jedes Element von
N auch ein Element aus M ist. Bezeichnung: N C M. In Symbolen:

(NCM) < ((Vz:(zeN)=(xeM)).
Somit gilt:

Hilfssatz 1 FEs ist genau dann M = N, wenn sowohl N C M als auch M C N
gelten. n

Es gibt einige Wege, um neue Mengen zu konstruieren. Ist M eine Menge und
P(z) eine Aussagenform in einer freien Variable, so bilden die Elemente z aus
M, fiir die die Aussage P(z) wahr ist, eine Teilmenge von M. Diese Teilmenge
bezeichnet man so: {z € M | P(z)}, manchmal auch so: {x € M: P(z)}. Ein
Beispiel: {z € Z | 2* — 522 +4=0} = {-2,-1,1,2}.

Warnhinweis: Dagegen ist die Zusammenfassung {z | P(z)} von allen z, die
die Aussage P(z) erfiillen, nicht immer eine Menge, wie B. Russell 1901 ent-
deckte?. Russells Beispiel: L = {x | x ist selbst eine Menge, und = & z}. Wire
namlich L eine Menge, so miisste entweder L € L oder L ¢ L gelten. Aber aus
L € L folgt L ¢ L, und auch umgekehrt. Ein Widerspruch liegt also vor, d.h.
L kann keine Menge sein.

2Dieses Russellsche Paradoxon erschiitterte die Anstrengungen des Jenaer Mathematikers
und Philosophen Gottlob Frege, der als erster versuchte. der Mathematik eine axiomatische
Grundlage zu geben. Frege wurde durch Ernst Abbe gefordert, aber von der mathematischen
Welt ignoriert oder — sogar von Cantor — unfair kritisiert. Heutzutage gilt Frege als ein bedeu-
tender Philosoph.



Sind M, N Mengen, so kann man folgende neue Mengen bilden: die Vereinigung
M U N, die emphSchnitt M U N, und die Differenzmenge M \ N. Das geht so:

MUN={z|(xe M)V (xreN)}
MNN={z|(zxe M)N(x e N)}
M\N={xeM|xz¢gN}

M N MooN

MAON M\ N

Ist M NN = (), so heiflen die Mengen M, N disjunkt.

Lemma 1.1 (Distributivgesetze) Sind A, B,C Mengen, so gelten
a) AUBNC)=(AUB)N(AUC(C);
b)) AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC).
Sind A, B Teilmengen einer Menge X, so gelten
¢) X\ (AUB) = (X\A)N(X\B),
d) X\(ANnB)=(X\A)U((X\ B).

Beweis. Zuerst zeigen wir AU(BNC) C (AUB)N(AUC): Ist x € AU(BNC),
dann z € Aoderx € BNC.Ist z € A, dann x € AU B und = € AU C, weshalb
x € (AUB)N(AUCQ). Ist dagegen x € BNC, dann ist z € B und x € C. Also ist
x€ AUB wegenz € B,und z € AUC wegen z € C. Alsox € (AUB)N(AUC).

Jetzt zeigen wir (AUB)N(AUC) C AU(BNCO). Istx € (AUB)N(AUC)
dannz € AUBund x € AUC. Istz € A, dannx € AU(BNC). Ist x & A, so
gilt x € B wegen x € AU B, und z € C gilt wegen x € AUC. Aslox € BN C,
weshalb x € AU (BN Q).

Somit gilt AU(BNC) = (AUB)N(AUC). Der Beweis der zweiten Aussage
verlduft dhnlich. ]

Die Potenzmenge &?(M) einer Menge M ist per Definition die Menge aller Teil-
mengen von M.

P(M)={N: NC M}.
Lemma 1.2 Ist M eine endliche Menge, so ist |2(M)| = 2/MI.

Beweis. Wir fiihren einen Induktionsbeweis iiber |M|. Das heifit, wir beweisen
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e Die Aussage gilt im Fall |M| = 0 (Induktionsanfang); und

e Fiir jede ganze Zahl n > 0 gilt: stimmt die Aussage im Fall |M| = n, so
stimmt sie auch im Fall [M| =n + 1 (Induktionsschritt).

Das Prinzip der mathematischen Induktion besagt dann, dass das Lemma bewie-
sen ist.

Induktionsanfang: Ist |[M| = 0, so hat M keine Elemente. Deshalb gilt iibri-
gens M = (). Ist N C M eine Teilmenge, so hat auch N keine Elemente — denn
solche miissten auch Elemente von M sein —, weshalb N = M gilt. Andererseits
gilt immer M C M. Somit gilt: Ist |[M| = 0, so hat M genau eine Teilmenge,
ndmlich M selbst. Das heifit, 2 (M) = { M} hat genau ein Element.

Induktionsschritt: Sei n > 0 eine ganze Zahl. Wir setzen voraus, dass fiir n-
elementige Mengen die Aussage gilt. Sei M eine Menge mit n + 1 Elementen. Sei
b ein Element aus M, und sei N das n-elementige Menge M \ {b}. Sei T C M
eine Teilmenge. Es gibt zwei Fille:

a) Ist b ¢ T, dann T' C N. Umgekehrt ist jedes S C N ein solches T'. Da es
nach Annahme 2" Teilmengen S C N gibt, gibt es genau 2" Teilmengen
T C M dieser ersten Art.

b) Ist b € T, so ist die Menge 7" = T'\ {b} eine Teilmenge von N, und es ist
T = T" U {b}. Umgekehrt ist S U {b} ein solches T fiir jedes S C N, und
das T" zu diesem T ist dann S. Somit stimmt die Anzahl solcher Teilmengen
T C M mit der Anzahl der Teilmengen S C N f{iberein, d.h. es gibt 2"
Teilmengen dieser zweiten Art.

Somit gibt es ingesamt 2" 4 2" = 2"+1 = 2IM| Teilmengen von M. Der Indukti-
onsschritt ist also bewiesen, das Lemma auch. [

Definition Sind A, B zwei Mengen, so definiert man das direkte Produkt Ax B
als die Menge aller geordnete Paare (a,b) mit a € A und b € B. Das Wort
»geordnet“ bedeutet, dass z.B. (1,2) # (2, 1).

Allgemeiner definiert man fiir Mengen Aq, As, ..., A, das direkte Produkt

Ay x Ay x -+ x Ap = {(ay,a9,...,a,) | a; € A; fiir alle i} .

Die Elemente dieses Produkts nennt man (geordnete) n-Tupel?.

3Wenn man spiter die Mengenlehre axiomatisieren will, stellt man sich die Frage, was fiir
ein Objekt ein geordnetes Paar sein soll. Die heute allgemein akzeptierte Antwort lautet: das
geordnete Paar (a,b) ist die Menge {{a}, {a, b, }}. Beachten Sie, dass diese Menge im Fall a = b
aus nur einem Element besteht.



Abbildungen

Definition Seien X,Y Mengen. Eine Abbildung f: X — Y von X nach Y
ist eine Vorschrift, die zu jedem Element x € X genau ein Element f(x) € Y
zuordnet. Man spricht auch von der Abbildung z — f(x).

Die Menge aller Abbildungen von X nach Y wird mit Y oder Abb(X,Y)
bezeichnet.

Bemerkung Eine dquivalente Definition lautet so: eine Abbildung f: X — Y
ist eine Teilmenge F' C X x Y mit der folgenden Eigenschaft: zu jedem z € X
gibt es genau ein Element y € Y derart, dass das Paar (x,y) in F' liegt. Es ist
dann y = f(z).

Beispiel Die Vorschrift ,, f(z) = das y mit y*> = z* definiert aus zwei Griinden
keine Abbildung f: R — R. Erstens wird zu negativen Zahlen wie z.B. —1 keinen
Wert f(x) zugeordnet; und zweitens wird zu positiven Zahlen mehr als einen Wert
zugeordnet, z.B. f(1) =1 und f(1) = —1.

Definition Sind f: X — Y und ¢g: Y — Z Abbildungen, so wird deren Ver-
knipfung go f: X — Z so definiert: fiir jedes x € X ist (go f)(z) = g(f(x)).

Hilfssatz 2 Verkniipfung von Abbildungen ist assoziativ, d.h. sind f: X — Y,
g:Y — Z und h: Z — W Abbildungen, so sind die Abbildungen ho (go f) und
(hog)o f: X — W gleich.

Beweis. In jedem xz € X nehmen beide Abbildungen den Wert h(g(f(z))). =

Definition Sei f: X — Y eine Abbildung.

a) Sei A C X eine Teilmenge. Die eingeschriankte Abbildung f|4: A — Y wird
definiert durch f|4(z) = f(x) fiir jedes x € A.

b) Ist A C X eine Teilmenge, so bezeichnet man mit f(A) die Bildmenge
f(A) = {f(x) | # € A} von A. Insbesondere nennt man f(X) das Bild*
von f, es ist also Bild(f) = {f(x) | x € X}.

c¢) Ist B C Y, so definiert man die Urbildmenge f~'(B) C X durch
[7(B)={z € X| f(z) € B}.

Ist B die Teilmenge {b}, die aus einem Element b € Y besteht, so schreibt

man f~'(b) statt f~'({b}). Beachten Sie aber, dass f~'(b) kein Element
von X ist, sondern eine Teilmenge von X.

4 Auf Englisch Image



Beispiel Sei f: R — R die Abbildung z +— 2. Dann f~!1({-2,0,9}) =
{_37073}7 f_l(_]'> = @ und f_1(4> = {_27 2}

Definition Eine Abbildung f: X — Y heifit injektiv, wenn keine zwei Ele-

mente von X das gleiche Bild in Y haben, d.h. wenn jedes y € Y hochstens ein
Urbild in X hat.

=
e ]

N\
K

Weder injektiv noch surjektiv Surjektiv aber nicht injektiv

e T

|~

Injektiv aber nicht surjektiv Bijektiv

Lemma 1.3 Seien f: X — Y und g: Y — Z Abbildungen.
a) Ist die Verkniipfung g o f injektiv, so muss f injektiv sein.
b) Ist die Verkniipfung g o f surjektiv, so muss g surjektiv sein.

Beweis. S. Ubungsblatt. [

Sei X eine Menge. Die Identitétsabbildung Idy: X — X wird so definiert: fiir
jedes z € X ist Idx(z) = x.

Lemma 1.4 Sei f: X — Y eine Abbildung.

a) Ist [ injektiv und X nicht leer, so gibt es eine — nach Lemma 1.3 zwangs-
weise surjektive — Abbildung g: Y — X mit go f = Idx.

b) Ist [ surjektiv, so gibt es eine — nach Lemma 1.3 zwangsweise injektive —
Abbildung g: Y — X mit fog=Idy.



c) f ist genau dann bijektiv, wenn es eine Umkehrabbildung =Y — X gibt
mit den beiden Eigenschaften fo f~' =1Idy und f~'o f = Idx.

Auferdem gilt: ist f bijektiv, so wird f~' durch jede dieser beiden Eigen-
schaften charakterisiert®.

Beweis.  a) Da X nicht leer ist, diirfen wir ein Element 2y € X wiéhlen. Sei
y € Y. Ist y € Bild(f), so gibt es wegen Injektivitit genau ein x € X mit
f(z) = y, und wir setzen g(y) = dieses z. Ist y ¢ Bild(f), so kénnen wir
g(y) = xq setzen. Somit ist ¢ iiberall definiert, und es ist g o f = Idy.

b) Fiir jedes y € Y ist die Urbildmenge f~*(y) = {z € X | f(z) = y} nicht
leer, weshalb wir zu jedem y € Y ein Element z, € f~!(y) wihlen diirfen®.
Durch g: y — z, ist dann eine Abbildung g: Y — X definiert, und es ist

(9o Ny) =9(f(y) = g(zy) = y.

c) Da f bijektiv ist, gibt es zu jedem y € Y genau ein Element z, € X mit
f(zy) = y. Definieren wir g: ¥ — X durch ¢(y) = z,, so gilt fog = Idy
sofort, denn f o g(y) = f(x,) = y. Sei jetzt x € X und 2z = g(f(z)). Es ist
f(z) = fg(f(2))) = (f o 9)(f(2)) = f(x), denn fog = Idy. Also z = z,
denn f ist injektiv. Das heifit, g o f = Idy. Somit gilt f~ = g.

Man sieht, dass Identitédtsabbildungen injektiv und surjektiv sind. Somit ist
g o f injektiv, weshalb nach Teil 1) auch f injektiv ist. Aulerdem ist f o g
und deshalb auch f surjektiv.

Eindeutigkeit von f~!': Sei h: Y — X eine Abbildung mit ho f = Idy.
Da f surjektiv ist, folgt h = g: denn ist y € Y, so gibt es ein x € X mit

f(x) =y, also h(y) = h(f(z)) = z = g(f(x)) = g(y). Analog folgt h = g
aus f oh = Idy, denn f ist injektiv. n

Familien Man konnte die Geburtstage der Kinder aus der Klasse 1b als eine
Menge auffassen. Dies hat aber zwei Nachteile. Erstens erfahrt man zwar, dass
jemand am 13.8. Geburtstag hat, aber nicht, dass es sich hier um Julie han-
delt. Zweitens kann zwar die Anzahl der Kinder mit der Anzahl der Geburstage
vergleichen, und so feststellen, dass zwei Kinder den gleichen Geburtstag haben
muss: aber ob dieser doppelte Geburtstag der 27.3. oder der 4.7. ist, kann man
nicht erkennen.

5Das heifit, f~! ist die einzige Abbildung, die die eine oder die andere Eigenschaft hat.

6Damit diese Vorgehensweise — fiir jedes y € Y die Wahl eines belicbigen Urbildelements —
auch nach Axiomatisierung der Mengenlehre moglich ist, bedarf es ein eigens hierfiir konzipiertes
Axiom, das Auswahlaxiom. Dieses Axiom braucht man, um je eine Socke aus unendlich viele
Paare auszuwéhlen, aber nicht, um je einen Schuh aus unendlich viele Paare auszuwéhlen: denn
bei Schuhen kann man z.B. immer den linken wéhlen, dagegen sind beide Socken eines Paares
identisch.



Am besten fasst man die Geburtstage als eine Familie auf. Zu einer Familie
gehort eine Indexmenge, I; in diesem Fall ist I die Menge der Kinder aus der 1b.
Eine Familie von Elementen einer Menge M mit Indexmenge I ist eigentlich eine
Abbildung f: I — M, die man aber als (m;);c; schreibt, wobei m; = f(i) ist.
Zum Beispiel Geburtstagj ;e = 13.8.

Es gibt auch Familien von Mengen, eine typische Schreibweise wire (A;);cr.
Zum Beispiel konnte A; die Menge der AGs sein, die Kind ¢ besucht: etwa

Aniis = {Badminton, Hockey, Schach} .

Liegt eine Familie von Mengen vor, so kann man die Vereinigung und den Schnitt
aller Mengen in der Familie bilden:

J{dilient={JAi={z|3iel: zc A}
(WAiliel}=(Ai={z|Viel zcA}

el

Im obigen Beispiel ist |J{A; | ¢ € I} die Menge aller AGs, die von irgendeinem
Kind aus der 1b besucht werden, und [,.; A; ist die (vermutlich leere) Menge
aller AGs, die jedes Kind aus der 1b besucht.

Aquivalenz- und Ordnungsrelationen

Wir fithren Relationen ein. Die wichtigsten Relationen sind Aquivalenzrelationen
(etwa ,Peter und Sabine haben den gleichen Geburtstag”) sowie Ordnungsrela-
tionen (etwa , Jena hat weniger Einwohner als Erfurt®).

Definition Sei X eine Menge. Eine (binédre) Relation auf X ist eine Teilmenge
R C XxX.Sind x,y € X, so schreibt man meistens x R y anstelle von (x,y) € R.
Somit ist x R y eine Aussage, und deshalb entweder wahr oder falsch.

Eine Relation heif3t

o refleriv, falls x R x gilt fiir jedes z € X.
o symmetrisch, falls x R y genau dann gilt, wenn y R x gilt.

o antisymmetrisch, falls x = y gelten muss, wenn x R y und y R x gleichzeitig
gelten.

transitiv, falls * R z aus * Ry und y R z folgt.

linear, falls mindestens eins aus z R y und y R x gelten muss.

10



Eine Aquivalenzrelation ist eine Relation, die reflexiv, symmetrisch und transitiv
ist. Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf der Menge X, so nennt man die Menge
[2] = [z]. = {y € X | 2 ~ y} die Aquivalenzklasse eines Elements z € X.

Eine Ordnung ist eine Relation, die reflexiv, transitiv, linear und antisymme-
trisch ist. Verlangt man Linearitédt nicht, so erhdlt man eine Teilordnung. Will
man die Linearitédt unterstreichen, so spricht man von einer linearen Ordnung.

Lemma 1.5 Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf der Menge X. Dann ist x € [z]
fiir jedes x € X, wegen Reflexivitit. Auflerdem sind fir x,y € X folgende drei
Aussagen dquivalent:

a) T~y
b) [x] N [y] # 0.
¢) [z] = [y]

Beweis. Wir zeigen 1) = 2) = 3) = 1). Ist  ~ y, dann y € [z]. Wegen
Reflexivitét ist aber y € [y]|. Also y € [z] N [y].

Jetzt nehmen wir an, es gibt ein z € [z] N [y]. Ist w € [z], dann © ~ w. Wegen
z € [z] ist x ~ z, also z ~ x wegen Symmetrie. Aus z ~ x und = ~ w folgt
z ~ w wegen Transitivitdt. Aufgrund von z € [y] gilt y ~ 2z, also y ~ w wegen
Transitivitit, also w € [y]. Wir haben gezeigt, dass [z] C [y] aus [z] N [y] # 0
folgt. Analog folgt [y] C [z], also [y] = [z].

Ist dagegen [z] = [y], dann y € [y] = [z], weshalb z ~ y. =

Bemerkung Somit stellen die Aquivalenzklassen von ~ eine Partition der

Menge X dar, d.h. X ist die Vereinigung von disjunkten, nichtleeren Aquiva-
lenzklassen.

Definition Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf der Menge X, so bezeichnet man
mit X/~ die Menge der Aquivalenzklassen: X/~ = {[z] | x € X }.

Lemma 1.6 Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf der Menge X. Sei f: X — Y
eine Abbildung mit folgender Eigenschaft: fir alle v,x" € X mitx ~ 2’ ist f(r) =
f(&"). Dann wird durch f([z]) = f(z) eine wohldefinierte Abbildung f: X/~ —Y
erklart. So erhdlt man eine bijektive Korrespondenz

{f € Abb(X,Y) |Va,2' € X:x ~2' = f(x) = f(2')} — Abb(X/~,Y)

fr—1r

Beweis. Fiir Wohldefiniertheit miissen wir zeigen, dass f représentantenun-
abhéngig ist. Ist [z] = [2], dann x ~ 2/, also f(z) = f(2'), weshalb f([z]) =
f([z']) gilt, wie erwiinscht.

Die bijektive Korrespondenz: Ist g € Abb(X/~,Y), so definieren wir §: X —
Y durch g(z) = g([z]). Ist x ~ 2/, dann g(z) = g([z]) = g([2']) = §(2’). Man
rechnet jetzt nach, dass § = g und f = f gelten. Somit ist die Abbildung f — f
eine Bijektion, denn sie hat in g — ¢ ein beidseitiges Inverses. [
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2 Gruppen und Korper

Definition Eine Gruppe G = (G, *) besteht aus einer Menge G und einer
Operation *: G x G — G mit den folgenden drei Eigenschaften:

a) Assoziativitit: z  (y % 2) = (z % y) * z fiir alle z,y, 2z € G.

b) Existenz eines neutralen Elements: Es gibt ein e € G, so dass z*e = exz =«
gilt fiir jedes © € G.

c) Existenz von Inversen: Zu jedem x € G gibt es ein 2/ € G mit der Eigen-
schaft, dass x x 2’ = 2/ x x = e gilt.

Eine Gruppe G heif$t abelsch, falls z * y = y x x gilt fir alle z,y € G.
Beispiele a) G=Z mit zxy=x+y. Esist e=0, 2/ = —x.

b) G =R* ={x € R |z # 0} mit z xy = zy (Multiplikation). Es ist e = 1,

=1
x

c) Die Menge G = {+1,—1}, wieder mit Multiplikation. Es ist e = 1, 2/ =

% = x. Diese ersten drei Beispiele sind abelsch.

d) Die symmetrische Gruppe S,, oder Sym(€2), s. unten. Bereits S5 ist nichta-
belsch.

e) Die Gruppe GLy(R) aller invertierbaren 2 x 2-Matrizen mit Eintrégen aus R,
beziiglich Matrixmultipliktation. Nichtabelsch.

Lemma 2.1 Sei G eine Gruppe.
a) Es gibt in G genau ein neutrales Element e.
b) Zu jedem x € G gibt es genau ein Inverses x’' € G.
c) Esist (xxy) =y *a fir alle x,y € G.
d) Fiir jedes x € G gilt (') = x.
e) Es iste =e.

Beweis. a) Sind ej, e zwei neutrale Elemente, so muss e; % e = e; gelten
(da ey neutral) und gleichzeitig e; % e5 = es (da e; neutral). Also e; = es.

b) Sind a, b zwei Inversen von z, so ist a * x = x *x b = e. Also

a=axe=ax(rxb)=(axx)xb=exb=0D.
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c) Wegen Assoziativitat gilt
(zxy)* (v *2") = ((zxy)xy ) x2’ = (xx(yxy))*2’ = (vxe)x2’ = x*x2’ = e.
Analog gilt (¢ * 2’) % (x x y) = e. Wegen Teil b) folgt (z xy) =y * 2.

d) Folgt aus 2’ x = x x 2’ = e wegen Eindeutigkeit von (z2')’.

e) Folgt bereits aus e x e = e. n

Permutationen und die symmetrische Gruppe Fiir eine beliebige Men-
ge Q erklart man die symmetrische Gruppe Sym({2) als die Menge aller Bijektio-
nen von {2 nach sich selbst.

Sym(Q) = {f: Q@ — Q| f ist eine Bijektion} .

Dies ist eine Gruppe beziiglich Verkiipfung: f*g = fog. Die Identitdtsabbildung
Id: Q — Q ist das neutrale Element, und f’ = f~!. Die Elemente von Sym(Q)
nennt man Permutationen von §2.

Héufig beschéftigt man sich mit dem Fall Q = {1,2,3,...,n}. In diesem Fall
schreibt man einfach S, fiir die symmetrische Gruppe Sym(f2). Es gibt verschie-
dene Wege, um Permutationen 7 € S,, hinzuschreiben. Ein Weg ist

(1 2 3 ..om
S\l 7®(2) 7(3) ... w(n)) "
So bezeichnet zum Beispiel (13%) die Permutation o: {1,2,3} — {1,2,3} mit
0(1)=3,0(2)=2und o(3) = 1.
Sei 7= (}23%), ein weiteres Element von Ss. Es ist

(123 (123
oT =0 7—231 TO =T 0'—312,

also o7 # T0: somit ist S3 nichtabelsch.

Gruppenhomomorphismen

Definition Seien G, H Gruppen. Eine Abbildung f: G — H heifit ein Homo-
morphismus, falls f(z xy) = f(z) = f(y) gilt fir alle z,y € G.

Bemerkung Auf dem Ubungsblatt werden Sie zeigen: ist f ein Homomorphis-
mus, so gelten f(eq) = ey und f(z') = [f(x)].

Beispiele a) f:7Z — Z, f(n) = 2n.

b) Das Vorzeichen einer Permutation e: S,, — {+1,—1}. Kommt noch, im
Kapitel tiber Determinanten.

c) f: R — C*, f(x) = exp(2miz) ist ein Homomorphismus: f(z + y) =
f(@)f(y)-
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Ringe

Definition Ein Ring R = (R, +,-) besteht aus einer abelschen Gruppe (R, +)
mit neutralem Element 0 zusammen mit einer Abbildung -: Rx R — R, (z,y) —
x -y = xy, die die folgenden Bedingungen erfiillt:

a) - ist assoziativ: (zy)z = z(yz).
b) - hat ein neutrales Element 1.

c) Distributivgesetze: z(y + z) = zy + 2z und (z + y)z = xz + yz fiur alle
x,y,z € R.

Der Ring heifit kommutativ, falls xy = yx gilt fiir alle z,y € R.

Beispiele  a) Z, Q und R sind Ringe beziiglich der iiblichen Addition und
Multiplikation.

b) Ist R ein Ring und n > 1, so ist die Menge M, (R) aller n x n-Matrizen
iiber R ein Ring beziiglich Matrixaddition und -multiplikation (s. unten).
M5(R) ist nicht kommutativ, denn (§9)(34) = (34), aber (33)(§9) =
(66)-

c¢) Der Nullring R = {0} mit 04+ 0 =0-0 = 0 ist ein Ring, mit 1z = 0x = 0.

d) Die Menge R[X] aller Polynome mit Koeffizienten aus R ist ein Ring, denn
man kann Polynome addieren und multiplizieren.

Lemma 2.2 Sei R ein Ring. Fir alle x,y € R gelten dann:
a) 0-x=x-0=0.
b) w-(—y) = (=2) -y = —(zy).
c) (1) =1.

Beweis.  a) Wegen 0+0=0gilt 0-2 = (04+0) -2 =0-2+0-z. Zieht man
0 - z von beiden Seiten ab, so folgt 0 - z = 0. Analog zeigt man = -0 = 0.

b) Fiir z-(—y) = —(xy) reicht es zu zeigen: xy+z-(—y) = 0. Aber xy+x(—y) =
z(y + (=y)) = z - 0 = 0. Analog zeigt man (—z)y = —(zy).

¢) Wegen b) gilt (—=1)2 = —(1-(—1)) = —(=(1-1)) = (1) = 1. .
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Matrizen

1 2
Hier ist eine (3 x 2)-Matrix mit Eintrdgen aus R: | 4 -7
0,5 m

Definition Sei R ein Ring und n,m ganze Zahlen > 1. Eine (m x n)-Matrix
mit Eintrdgen aus R besteht aus mn Elemente von R, aufgestellt in m Zeilen und
n Spalten.

Ist A eine solche Matrix, so bezeichnet man mit A;; der Eintrag an der Stel-
le (4,7), d.h. in der iten Zeile und der jten Spalte.

Beispiel Fir A = ist Ay = 2.

co W =
S = W
~N N
W O =~

Bezeichnung Die Menge der (m x n)-Matrizen mit Eintrdgen aus R werden
wir mit M (m X n, R) bezeichnen. Besonders wichtig ist der Fall m = n, man
schreibt M, (R) fiir M (n x n, R). Eine Matrix heifit quadratisch, wenn die Anzahl
der Zeilen und der Spalten gleich sind.

Matrixaddition und -multiplikation Fiir Matrizen A, B € M(m X n, R)
wird die Summe A+ B € M(m x n, R) definiert durch (A+ B);; = A;; + B;; fur
alle 1, 5.

Beisiel (L 2 A\, (03 1\ _ (155
P \9 5 7 11 1) \3 6 8)

Sind A € M(m x n,R) und B € M(n x p, R) Matrizen, so wird das Produkt
AB € M(m x p, R) definiert durch

(AB)ir, = AitBip + AipBo + AigBai, + -+ + Ay By =: Z Ay Bjy, -

J=1

Beispiel
1 0\/0 2 4\ (1-0+0-1 1-2+0-3 1-44+0-5
3 1/J\1 35/ \3:-0+1-1 3-24+1-3 3-4+1-5
(0 2 4
- \1 9 17) "~

Bemerkung Beachten Sie: das Produkt AB ist nur dann definiert, wenn A die
gleiche Anzahl von Spalten hat, wie B Zeilen hat.

Lemma 2.3 Matrixmultiplikation ist assoziativ.
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Beweis. Sei A € M(m xn,R), B€ M(nxp,R)und C € M(p x ¢, R). Fiir
1<i<mund1l</?<gqist

[(AB)Cl; = Z(AB)ikaz = Z <Z Aiijk> Cre = Z ZAiijkaé

k=1 k=1 \j=1 7=1 k=1
_ Z Ay (Z Bjkag) = Ay(BC)je = [A(BC)]. =
j=1

Auf dhnlicher Weise zeigt man, dass Matrixaddition und -multiplikation die Dis-
tributivgesetze erfiillen. Dann kann man nachweisen, dass M, (R) tatséchlich ein
Ring ist. Das Einselement dieses Rings ist die Finheitsmatriz E,, gegeben durch

1 i=j

0 sonst

(En)w = 6ij, wobei 5@‘ = {

Korper

Definition FEin Korper k ist ein kommutativer Ring, die zwei weiteren Begin-
dungen erfiillt:

a) In k gilt 1 # 0.

b) Die Menge k* := k\ {0} ist eine Gruppe’ beziiglich Multiplikation, d.h. zu
jedes 0 # x € k gibt es ein 27! € k mit zz~! = 1.

In einem Korper gelten genau die Regeln, die man von Skalaren erwartet.
Beispiele  a) R und Q sind Koérper.
b) Die komplexen Zahlen bilden einen Korper C (s. unten).
c

7Z ist kein Korper, denn 2 liegt in Z aber 5 nicht.

€

)
)
d) Der Nullring {0} ist kein Korper, denn in diesem Fall gilt 1 = 0.
) My (R) ist kein Korper, denn Matrixmultiplikation ist nicht kommutativ.
)

f) Die Menge {0, 1} bildet einen Koérper, genannt Fy, mit Addition und Mul-
tiplikation gegeben durch

+]0 1 [0 1
0 1 0
1 0 1

"Notwendigerweise abelsch, da der Ring kommutativ ist.
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g) Die Menge {0,1,2} bildet einen Kérper, genannt F3, mit Addition und
Multiplikation gegeben durch

+]0 1 2 [0 12
0[0 1 2 0[0 0 0
11120 110 1 2
212 01 200 2 1

Der Korper C der komplexen Zahlen

Definition Der Korper C der komplexen Zahlen besteht aus der Menge R?,
zusammen mit der iiblichen komponentenweise Addition und mit der folgenden
Multiplikationsregel:

(a,b)(c,d) := (ac — bd, ad + bc) . (*)

Ist z = (a,b) € C, so nennt man a bzw. b den reellen Teil R(z) bzw. den ima-
gindren Teil §(z) von z. Durch |z| := va? + b? wird der Betrag von z definiert.
Man schreibt i = (0,1) € C und identifiziert a € R mit (a,0) € C. Dann kann
man a + bi fiir (a, b) schreiben. Insbesondere gilt i = —1.

Fiir z = (a, b) wird die komplex konjugierte komplexe Zahl z durch z = (a, —b)
definiert. Das heif}t, fiir a,b € R ist a + bi = a — br.

Es gilt jetzt, zu priifen, dass C tatséchlich ein Korper ist. Wir wissen bereits,
dass (R?, +) eine abelsche Gruppe ist. Dass (a,b)(c, d) = (¢, d)(a, b) gilt, siecht man
aus der Multiplikationsregel (*). Es ldsst sich nachrechnen, dass die Multiplikation
assoziativ ist, und zwar:

(a1, b1)[(az, b2)(as, bs)]
= [(a1,b1)(as, b2)](as, bs) .

Distributivitit lisst sich auch nachweisen (vgl. Ubungsblatt). Das Einselement

ist (1,0), das Nullelement ist (0,0). Man rechnet nach, dass jedes z # 0 ein

Inverses z~* hat: (a,b)™" = (=%, — =) Somit ist C tatsichlich ein Korper.

Hilfssatz 3 Seien z,w € C. Dann
a) z+w=z+w.
b) Zw = Z - w.

c) Esist z € R genau dann, wenn z = Z.

d) z-z=|z|%. Fiir z#0 gilt also 27! = %;.

|2l
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Beweis. Die ersten beiden Teile stellen eine Ubungsaufgabe auf Blatt 5 dar.

¢) z = (a,b) liegt genau dann in R, wenn b = 0 gilt. Dies ist genau dann der
Fall, wenn b = —b gilt, d.h. wenn (a, b) = (a, —b) gilt.

d) Es ist (a,b)(a, —b) = (a®+1?,0). Diese komplexe Zahl wird mit a® +b* € R
identifiziert. ]
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3 Vektorrdume; Basis und Dimension

Definition Sei k ein Korper. Ein k-Vektorraum V = (V,+,-) besteht aus
einer abelschen Gruppe (V,+) zusammen mit einer Abbildung -: &k x V. — V|
(A, v) — Ao, die die folgenden Eigenschaften erfiillt:

a) Assoziativitdt: (Au)v = A\(pw) fiir alle A\, u € k und fir alle v € V.

b) Distributivitat: (A4 p)v = Ao+ pv und AM(v+w) = A+ Aw fir alle A\, p € k
und fiir alle v,w € V.

¢) Normierung: 1v = v fiir jedes v € V.

Die Operation + bzw. - nennt man Addition bzw. Skalarmultiplikation. Haufig
schreibt man 0 sowohl fiir die Null 0, des k als auch fiir die Null 0y des V.

Beuspiele 1 Reelle Vektorrdume, d.h. k =R
a) Geometrische Vektoren im dreidimensionalen Anschauungsraum.
b
°(R)

)

) R

c) C

d) Alle Folgen in R. Auch alle konvergente Folgen.
) C
)
)

¢}

f

Die Losungsmenge eines homogenen linearen Gleichungssystems.

g) Alle Polynome, auch alle vom Grad hochstens n.

Bemerkung Ist V ein k-Vektorraum, so gelten A - 0y = 0 - v = 0y und
(=A)v = A(—v) = —(Av) fiir alle A € k und fiir alle v € V. Der Beweis ist der
gleiche wie fiir Lemma 2.2.

Lemma 3.1 Sei V' ein k-Vektorraum. Erfiillen X\ € k und v € V' die Gleichung
A =0, so ist A =0 oder v =_0y.

Beweis. Wir zeigen: ist Av = 0 aber A # 0, dann gilt v = 0. Da A ein
Element # 0 des Korpers k ist, gibt es ein p € k mit pA = 1. Es ist dann

Oy = ply = p(Iv) = (pA\)v =1v =v. n
Beispiele 2 Andere zugrunde liegende Korper k.
a) k™ fiir beliebiges k.

19



b) M(m x n; k) fiir beliebiges k.
c) Alle analytische Funktionen auf C, fiir £k = C.

d) Alle Bytes (d.h. Folgen von 8 Bits) fiir k = Fy; die Addition ist die Opera-
tion XOR, die Skalarmultiplikation ist durch 1v = v, Ov = 0 definiert.

e) Die Potenzmenge (M) einer Menge M, fiir k = Fy. Die Addition ist die
symmetrische Differenz /A von Mengen:

AAB :={z | x liegt in genau einer der Mengen A, B} = (AUB)\ (ANB).
Diese Operation ist assoziativ, denn

(AT AT, =Ty A (Ty AT)

= {x | = liegt entweder in genau einer der Mengen T, T, Tg,} .
oder in allen drei

Der Nullvektor ist (), und —7 = T. Die Skalarmultiplikation ist 17" = T,
0T = 0.

f) R fiir k = Q.

Bemerkung Die Vorstellung, dass die Elemente eines Vektorraums Vektoren
sind, ist manchmal hilfreich — und manchmal nicht.

Linearkombinationen, lineare Abhéingigkeit

Definition Sei V ein k-Vektorraum, und seien v, vy, vs, . . ., v, Vektoren aus V.
Gibt es Skalare A, Ao, ..., A, € k derart, dass

v=> Av;gilt, dasheit v = Avi + Agva + - + Ayt
=1

so heifit v eine Linearkombination von vy, vs. .., U,.

Beispiele  a) Jedes v € R3 ist eine R-lineare Kombination von e; = (1,0, 0),
es = (0,1,0) und e3 = (0,0,1), denn (z,y, 2) = ze; + yes + zes.

b) In V = R3 sei v; = (1,3,1) und v, = (0,2,1). Der Vektor u = (2,0, —1) ist
eine Linearkombination von vy, ve, denn u = 2v; — 3vy. Dagegen ist w =
(1,0,1) keine Linearkombination von vy, ve: wire namlich w = Avy + pvs,
dann (A, 3N+ 2u, A+ ) = (1,0, 1). Ein Koeffizientenvergleich ergibt A = 1,
A+p =1 (weshalb = 0) und 3A+2p = 0, weshalb 3 = 0, ein Widerspruch.
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¢) Der Nullvektor Oy ist eine Linearkombination jedes Systems vy, v, ..., v,
von Vektoren: man setzt \; = 0 fiir jedes 7.

d) In V = k% sei v; = (1,0,1,0), vo = (0,1,0,1), v3 = (1,1,1,0), vy =
(1,1,0,0) und vs = (0,0,1,1). Der Vektor v = (1,1,1,1,) hat zwei ver-
schiedene Darstellungen als eine Linearkombination von vy, ve, vs, vg, vs:
v =1, +vy und v = v4 + Us.

Somit ist v; + vy — v4 — v5 der Nullvektor. Das heifit, es gibt zwei verschie-
dene Darstellungen des Nullvektors als eine Linearkombination: die triviale
Darstellung 0 = Ovy +0vy+0v3+0vy 4 0vs sowie die nichttriviale Darstellung
0 = lvg + lvg + Ovs + (—1)vy + (—1)vs.

Definition Vektoren vy, vy, ..., v, heiflen linear abhéingig, wenn der Nullvek-
tor sich als eine nichttriviale Linearkombination von ihnen darstellen lasst, d.h.
wenn es Skalare A, Ao, ..., A\, € k gibt, die nicht alle Null sind und trotzdem
> A = 0 erfiillen.

Beispiele  a) Im obigen Beispiel sind die Vektoren wvy,vs,v3, vy, vs linear
abhéngig.

b) In V = C°(R) sind die Funktionen f(x) = 2z, g(z) = 3z und h(z) = 2?
linear abhingig, denn 3f — 2g 4+ 0h = 0.

Definition Sei V' ein k-Vektorraum. Vektoren vy, vy, ..., v, € V heiflen linear
unabhéngig, wenn sie nicht linear abhéngig sind.
Das heifit: v, vo, . .., v, sind linear unabhéngig, wenn gilt: sind A1, Ao, ..., A\, €

k Skalare mit der Eigenschaft, dass > . | Av; = 0 gilt, so muss \; = 0 gelten fiir
jedes 1.

Beispiele  a) Das System v; = (1,3,1), vy = (0,2,1) ist linear unabhéngig
in R?, denn: ist \vy + pwy = 0, dann (A, 3\ + 2, A+ ) = (0,0,0). Kompo-
nentenvergleich: A = 0; A+ ¢ =0, also p = 0.

Sogar das System vy, v, v3 = (1,0, 1) ist linear unabhéngig: ist Avy + pwvs +
vuz =0, dann (A +v,3A+2u, A+ p+v) = (0,0,0). Komponentenvergleich:
A+v=0 (I 3AN+2u=0 (II) A p+v=0 (III).
(III) — (I): p = 0. Aus (II) folgt A = 0, aus (I) folgt jetzt v = 0. Also

A=pu=v=0.

Das System vy, v9,v3,v4 = (0,1,0) dagegen ist nicht linear unabhéngig,
denn vy = w3+ 3vy, also 1- vy +0- vy + (—1) - v3+ (=3) - vy = 0.
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b) In C°(R) sei f(z) =1, g(x) = 2* und h(z) = ¢ — 1. Diese drei Funktionen
sind linear unabhingig, denn: angenommen es ist A f(z)+ug(x)+vh(z) =0
fiir jedes x € R. Wir setzen z = 0 ein und erhalten A\ - 1+ p-04+v-0=0,
d.h. A = 0. Jetzt setzen wir z =1 und x = —1 ein:

p+ve—1)=0 (I p+vet—=1)=0 (I

(I) — (I1): v(e —e™') = 0, also v = 0. Aus (I) folgt dann p = 0. Also
A=pu=v=0.

Unterrdume, Erzeugendensysteme

Definition Sei V ein k-Vektorraum und U C V eine Teilmenge. Ist U selbst
ein Vektorraum, und zwar mit der gleichen Addition und Skalarmultiplikation
wie V', dann nennt man U einen Untervektorraum oder kiirzer einen Unterraum
von V. Dies hat insbesondere zur Folge, dass U beziiglich der Addition und
Skalarmultiplikation auf V' abgeschlossen ist — das heif3t, dass v + v und Au in U
liegen VX € k, Vu,v € U.

Anders gesagt: U C V ist ein Unterraum, falls Oy in U liegt, und aulerdem
u+ v, —u und Au in U liegen Yu,v € U, YA € k. Die Gesetze (Assoziativitit
usw.) gelten dann in U, denn sie gelten sogar in V.

Lemma 3.2 FEine Teilmenge U eines k-Vektorraums V' ist genau dann ein Un-
terraum, wenn folgende Bedingungen gelten:

a) U #£( b) Au+ pv € U fiir alle \, i € k, Yu,v € U.

Beweis. Bedingungen notwendig: Wegen 0y, € U ist U # (). Da U beziiglich
der Skalarmultiplikation auf V' abgeschlossen ist, liegen Au, pv in U. Da U auch
beziiglich der Addition abgeschlossen ist, liegt A\u + pv in U.

Bedingungen hinreichend: Wegen U # () gibt es ein ug € U. Dann ist 0y =
uy — up = lug + (—1)ug ein Element von U. Sind w,v € U, dann liegen auch
ut+v=1lu+1lv, —u=(—1u+1-0y und \u =Au+1-0y in U. n

Beispiele  a) Aufgrund der Grenzwertsétze ist die Menge aller konvergen-
ten Folgen in R ein Unterraum des R-Vektorraums aller Folgen.

b) Die Menge Ps aller Polynome vom Grad hochstens 5 ist ein Unterraum
des Vektorraums aller Polynome. Die Menge aller Polynome vom Grad 5,
die auBerdem eine Nullstelle in x = 2 haben, ist widerum ein Unterraum
von Ps.

c) Die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems x1 + zo — 323 — x4 =
29 + 54 = 0 ist ein Unterraum des R*.
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Definition Sei V ein k-Vektorraum und vy, vs, . .., v, ein System von Elemen-
ten aus V. Man schreibt

Spann(vy, vg, ..., v,) := {v € V | v ist eine Linearkombination von vy, ..., v,} .

Diese Menge, die von vy, vy, ..., v, aufgespannt wird, nennt man auch die lineare
Hiille dieser Vektoren.

Lemma 3.3 Spann(vy,...,v,) ist ein Unterraum von V.

Beweis. Indem man \; = 0 fiir jedes ¢ setzt, sieht man, dass Oy im Spann
liegt. Sind A\, u € k und u,v € Spann(vy,...,v,), so gibt es Skalare ay, as, ..., a,,
bi,ba,....b, € kmit uw = >"  av;, v = Y. b Esist dann Au + pv =
Z?Zl ¢;iv;, wobei ¢; € k fiir jedes 1 < i < n durch ¢; = Aa; + ub; gegeben wird.
Folglich liegt auch Au + pv im Spann. Das Ergebnis folgt aus Lemma 3.2. [

Definition Sei U ein Unterraum des k-Vektorraums V. Seien vy, v, ..., 0,
Elemente aus V. Gilt U = Spann(vy, v, ..., v,), so heiBt vy, v, ..., v, ein Erzeu-
gendensystem von U.

Héufig betrachtet man den Fall U = V. Gibt es ein n > 0 und Vektoren
V1, Vs, ..., U, €V derart, dass Spann(vy, vy, ...,v,) = V ist, so heifit V ein end-
lich erzeugter k-Vektorraum. Haufig sagt man endlich-dimensional anstelle von
endlich-erzeugt.

In dieser Vorlesung beschéftigen wir uns vorwiegend mit endlich erzeugten Vek-
torraumen.

Bemerkung Setzt man A\; = 1 und \; = 0 fiir ¢ # j, so sieht man, dass v; =
> iy Av; im Spann liegt. Hieraus folgt: ist vy, vs, . .., v, ein Erzeugendensystem
fiir U, so muss insbesondere jedes v; in U liegen.

Basen

Definition Eine Basis fiir einen Vektorraum ist ein linear unabhéngiges Er-
zeugendensystem.

Beispiel Sei V' der Vektorraum k™ fiir einen beliebigen Korper k. Fiir 1 <
i < n definieren wir e¢; € k™ als der Vektor ¢; = (0,...,0,1,0,...,0) dessen
iten Komponente 1 ist und alle weitere Komponenten Null sind. Die Vektoren

ey, 6, ...,¢e, bilden dann eine Basis fiir k", die sogenannte Standardbasis.
Erzeugendensystem: Es ist Y " | Aje; = (A1, Ag, ..., A\,), und jedes v € k™ hat
diese Form. Linear unabhéngig: ist Y ; A\ie; = Oy = (0,0,...,0), so zeigt

ein Koeffizientenvergleich, dass \; = 0 fiir alle 1.
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Bemerkung Will man zeigen, dass vy,...,v, € V eine Basis des Unterraums
U C V sind, so muss man drei Bedingungen priifen:

a) v; € U fur alle i;
b) Jedes u € U ist eine Linearkombination von vy, ..., vy;
¢) Das System vy, ..., v, ist linear unabhéngig.

Es ist ndmlich Spann(vy, ..., v,) C U wegen der ersten Bedingung zzgl. Hilfssatz 4
unten. Die zweite Bedingung liefert dann die umgekehrte Inklusion, d.h. vy, ..., v,
ist ein Erzeugendensystem fiir U.

Hilfssatz 4 Seivy,...,v, ein System von Vektoren eines k-Vektorraums V. Lie-
gen alleVektoren v; in einem Unterraum U C 'V, so gilt Spann(vy,...,v,) C V.

Beweis. Induktion iiber n. n = 0: Spann()) = {0} C U. n = 1: U ist
abgeschlossen beziiglich Skalarmultiplikation.  Induktionsschritt n — 1 — n: Ist
v € Spann(vy,...,v,), dann v = Y, \u; fiir Skalare A,..., A\, € k. Wegen
der Induktionsannahme liegt a := Z?;ll Av; in U; der Fall n = 1 zeigt, dass
b = \v, € U; und deshalb liegt auch v = a + b in U, da U beziiglich Addition
abgeschlossen ist. n

Beispiel Sei V' C R? der Losungsraum der Gleichung x; + 5 + 23 = 0. Eine
Basis fiir V' ist v; = (—1,1,0), v, = (—1,0, 1). Man sieht, dass vy, vy beide in V
liegen. Ist (x,y,z) € V, dann x = —y — z, weshalb (x,y, 2z) = yv; + zvy. Jedes
Element von U liegt also in Spann(vy, vs). Schliellich zeigt ein Komponentenver-
gleich, dass vy, v9 linear unabhéngig sind.

Eine weitere Basis fiir V' besteht aus w; = (1,0, —1) und wy = (0,1, —1).

Beispiel Sei V' der Raum aller Polynome vom Grad < 3, die eine Nullstelle
in z = —1 haben. Drei solche Polynome sind p;(z) = x + 1, po(2) = 2% +
x und p3(r) = 23 + 22 Diese drei Polynome sind auch linear unabhiingig: ist
Ap1(z) + ppa(x) + vps(z) = 0 fir alle z, dann A = 0 (z = 0 einsetzen), also
up2(x) + vps(x) = 0. Leiten wir diese Gleichung einmal ab und setzen wir dann
xr = 0 ein, erhalten wir 4 = 0, denn py(z) = 2z + 1, p4(x) = 32 + 2z. Also
vps(x) = 0. Setzen wir x = 1 ein so erhalten wir 2v = 0, weshalb A = p=v = 0.

Diese drei Polynome erzeugen auch V', denn: ist ¢(z) € V, so ist q(z) =
ar3+br?*+cr+dmit d = c—b+a. Also ¢(z) = aps(x)+(b—a)pz(x)+(c—b+a)pi ().
Damit ist py, ps, p3 eine Basis fiir V.
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Unendliche Systeme

Nicht alle Vektorrdume sind endlich erzeugt. Ein Beispiel ist der Vektorraum aller
Folgen in R. Um mit unendlich-dimensionalen Vektorrdaume umgehen zu kénnen,
miissen wir die Begriffe Linearkombination, Erzeugendensystem und lineare Un-
abhéngigkeit auch fiir unendliche Systeme erklaren.

Hat man endlich viele Vektoren, so nennt man sie vy, ..., v,. Bei unendlich
vielen Vektoren ist es nicht immer moglich bzw. sinnvoll, sie ausschopfend als
V1, Ug, U3, . .. zU bezeichnen: denn manche unendliche Mengen wie z.B. R sind un-
vergleichbar groBer als die natiirlichen Zahlen N (Stichwort Uberabzihlbarkeit).
Deswegen gibt man ein unendliches System von Vektoren als (v;);e; an, wobei
die Indexmenge I eine beliebig grofle Menge sein kann.

Beispiel Fiir a € R sei f,: R — R die stetige Funktion f,(z) = 2* — az. So
erhélt man ein durch R indiziertes unendliches System (f,(z))ser von stetigen
Funktionen auf R.

Definition Sei V ein k-Vektorraum und (v;);e; ein beliebiges System von Vek-
toren aus V.

a) Ein Vektor v € V heifit eine Linearkombination von (v;);es, wenn es endlich
viele Elemente i1, s, ...,4, € I gibt derart, dass v eine Linearkombination
des endlichen Untersystems v;,, v;,, ..., v;, ist.

b) Ein unendliches System heifit genau dann linear unabhéngig, wenn jedes
endliches Untersystem linear unabhéngig ist. Folglich heifit das System li-
near abhéngig, wenn irgendein endliches Untersystem linear abhéngig ist.

c) Wieder wird die lineare Hiille Spann(v; | ¢ € I) als die Menge aller Li-
nearkombinationen definiert, und (v;);e; heift ein Erzeugendensystem des
Unterraums U C V, falls U die lineare Hiille ist.

d) Die Definition, dass eine Basis ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem
ist, muss nicht angepasst werden.

Das heif3t, auch fiir unendliche Systeme beschéftigt man sich nur mit endlichen
Summen: in vielen Vektorrdaumen gibt es auch gar keinen Grenzwertbegriff, von
unendlichen Summen kann also keine Rede sein.

Beispiel Fiir jedes a € R sei g,: R — R folgende stetige Funktion: es ist
ga(x) =0 fiir x <a—1und fir v > a+1; g,(a) = 1; und g, ist linear auf den
Intervallen [a — 1, a] und [a,a + 1].




Wir werden zeigen, dass dieses System linear unabhéngig ist, und dass die Funk-
tion f(x) = 2? keine Linearkombination der g, ist.

Ist Gays Gays - - -+ 9a, €in endliches Untersystem, so diirfen wir problemlos die
a; in aufsteigender Reihenfolge wahlen. Es ist also a, > a; fiir alle 1 < n — 1.
Fiir € > 0 klein genug ist dann a,, + 1 — ¢ > a; + 1 fiir alle ¢ < n — 1, weshalb
Gan(an+1—¢)>0und g4 (a,+1—¢)=0fiiralles < —1.Ist > " Niga,(z) =0
fiir alle z, dann folgt A, = 0 durch Einsetzen x = a,,+ 1 —¢. Per Induktion iiber n
folgt dann: es ist A\; = 0 fiir alle ¢, d.h. g¢,,,..., g4, sind linear unabhéngig, also
ist das ganze System (g,)qcr linear unabhéngig.

Wiire .
Fla) = > Mg (a) )

fiir alle x, so setzen wir x = x ein fiir ein xg mit xg > 1 und xq > a; + 1 fiir
alle 1 < i < n. Wegen xy > a; + 1 ist g,,(z) = 0 fiir alle 7, weshalb die rechte
Seite von (*) den Wert 0 annimmt. Wegen o > 1 ist f(zo) > 1, ein Widerspruch.
Somit ist f(z) keine Linearkombination der Funktionen g,(z).

Lemma 3.4 Die neuen Definitionen — fiir beliebig groffe Systeme — der Begriffe
Linearkombination, lineare Unabhdingigkeit, Erzeugendensystem und Basis stim-
men im Fall eines endlichen Systems mit den alten Definitionen tberein. Auch
fiir ein beliebig grofses System von Vektoren aus einem k-Vektorraum V ist der
Spann ein Untervektorraum von V.

Beweis. Sei vy, ...,v, ein endliches System in V. Linearkombinationen: in
der neuen Definition kénnen einige Vektoren v; weggelassen werden; dies erreicht
man aber auch, indem man die entsprechenden A; gleich Null setzt. Lineare Un-
abhéngigkeit: Lésst ein Untersystem von vy, ..., v, eine nichttriviale Darstellung
des Nullvektors zu, so erhélt man, indem man wieder die restlichen \; gleich Null
setzt, eine nichttriviale Darstellung des Nullvektors durch die urspriinglichen Vek-
toren vy, ...,v,. Die anderen beiden Begriffe — Erzeugendensystem und Basis —
werden anhand der Begriffe Linearkombinationen und lineare Unabhéngigkeit
definiert.

Nun sei (v, )aca €in beliebig grofies System von Vektoren in V. Der Nullvektor
ist als Linearkombination des leeren Systems immer im Spann. Sind u, w Elemente
des Spanns und \, i Skalare, so gibt es Elemente 31, ..., Bm, 71, - -, Vn € A derart,
dass u bzw. w eine Linearkombination des Systems vg,, ... vs,, bzw. des Systems

Uy, - - .50y, ist. Dann ist aber Au + pw eine Linearkombination des vereinigten
Systems vg,,...vg,,, Uy, - . ., Vs, und folglich ein Element von Spann(v, | o € A).
Nach Lemma 3.2 ist der Spann ein Unterraum. [

Bemerkung Die bereits angekiindigte Tatsache, dass der Raum aller Folgen
in R nicht endlich erzeugt ist, werden wir erst mit Hilfe des Steinitzschen Aus-
tauschsatzes beweisen. Ein unendliches linear unabhéngiges System ldsst sich
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aber gut konstruieren. Fiir m > 1 sei a(m) die Folge a(m)i,a(m)q,a(m)s, ...
mit a(m),, = 1 und a(m), = 0 sonst. Das unendliche System (a(m))men von
Folgen ist linear unabhéngig: denn jedes endliche Untersystem hat die Gestalt
a(my),a(ms),...,a(m,) fiir natirliche Zahlen m; < my < --+ < m,, und fir
alle Skalare Ay, ..., A, ist die Linearkombination a = »7_, A;a(m;) die Folge mit
am; = A; fiir jedes j und a; = 0, falls 7 kein m; ist. Folglich ist a nur dann die
Nullfolge, wenn jedes A\; = 0 ist, was wir auch zeigen wollten.

Dass der Fy-Vektorraum aller Folgen im endlichen Koérper Fy nicht endlich
erzeugt ist, ldsst sich dagegen schon jetzt zeigen. Da der Korper Fy nur zwei
Elemente hat, haben n Elemente eines Fo-Vektorraums hochstens 2" verschiedene
Linearkombinationen. Da der Raum aller Folgen im Fy unendlich viele Elemente
hat, kann es kein endliches Erzeugendensystem haben.

Sitze iiber Basen
Uber Basen sind viele allgemeine Aussagen moglich.
e Existenz: Jeder Vektorraum hat eine Basis.

e Basiserginzungssatz: Jedes linear unabhéngige System lésst sich zu einer
Basis fortsetzen.

e Steinitzscher Austauschsatz: Hat zur Folge, dass alle Basen gleich lang sind.

e Charakterisierung von Basen: die Begriffe ,,Basis“, ,,maximales linear un-
abhéngiges System* und ,,minimales Erzeugendensystem* sind gleichbedeu-
tend.

Wir beschréanken uns hier auf endlich erzeugten Vektorrdume: wegen des robusten
Dimensionsbegriffs ist dieser Fall besonders wichtig, dagegen sind die Beweise im
unendlich dimensionalen Fall komplizierter (Zornsche Lemma).

Lemma 3.5 Sei V ein k- Vektorraum.

a) Ist Z?Zl Ajv; = 0 fiir Skalare \; € k und Vektoren v; € V, und ist \; # 0,

so ist v; eine Linearkombination der Vektoren vy,...,0;, ..., 0Up.
b) Istv € V eine Linearkombination des Systems vy, ..., vy, so ist das System
V1, ..., Un, U linear abhdngig.

Beweis.  a) Esist \ju; = — > =1 A\ju;, weshalb
J#
n
s
V; = — Z )\—?Uj .
j=1""
i
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b)

Schreiben wir v,,1 = v. Da v eine Linearkombination ist, gibt es Skalare
Pyl € kmit v =" v, Nunsei \; = —p; firi <nund \,yq = 1.
Dann Z?:Jrll ANv; = v — Y " vy = 0. Da Ayqq # 0 ist, ist das System
V1, ...,U,, v linear abhéingig.

n

Lemma 3.6 Sei vy, vs,...,v, ein System von Vektoren im k-Vektorraum V.

a) Ist vy,...,v, ein linear abhdngiges Ergzeugendensystem fiir V., so gibt es

mindestens ein 1 < 1 < n mit folgdender Figenschaft: auch nachdem man v;
aus dem System streicht, liegt ein Erzeugendensystem wetherhin vor.

Zusatz: Sind vy, ...,v, linear unabhdngig, so kann man ein solches i in
{r+1,...,n} finden.

b) Ist vy,...,v, ein linear unabhdngiges System in V aber kein Erzeugenden-

system, so kann man ein v, 1 € V derart finden, dass auch vy, ..., vy, Vpiq
ein linear unabhdingiges System ist.

Beweis.  a) Aufgrund linearer Abhéngigkeit gibt es Skalare Aq,..., \, € k,

die 37, Aju; = 0 erfiillen und nicht alle Null sind. Sei i € {1,...,n} einer
der Indizes mit \; # 0. Fiir den Zusatz merken wir an dieser Stelle an, dass
man ¢ > r + 1 wihlen kann: denn ist \; = 0 fiir jedes 7 > 7 + 1, so ist
Z§=1 Ajv; = 0, weshalb auch \; = 0 fiir jedes j < r wegen der linearen
Unabhéngigkeit.

Nach Lemma 3.5 liegt v; in Spann(vy, ..., 0;, ..., v,), also liegt das System
V1, ..., U, in diesem Spann. Nach Hilfssatz 4 auf S. 24 folgt dann: es ist

V' = Spann(vy, ..., v,) C Spann(vy, ..., 0 ...,0,) TV,
weshalb Spann(vy,...,0;,...,0,) = V.

Ist vy,...,v, kein Erzeugendensystem, so gibt es ein v € V, das keine
Linearkombination von wvy,...,v, ist. Wir setzen v,,; := v. Seien nun
AL, ..., Apg1 € k Skalare mit Z?;Lll Aiv; = 0. Wir miissen zeigen, dass \; = 0
ist fiir jedes i. Wére \,41 # 0, dann wére v, 11 nach Lemma 3.5 doch eine
Linearkombination von vy, ..., v, ist, ein Widerspruch. Somit ist \,;; = 0,
weshalb Z?’:l Av; = 0. Da vy,...,v, linear unabhéngig sind, folgt auch
A =0 fur alle : < n.

u

Satz 3.7 (Existenz von Basen) Jeder endlich erzeugter Vektorraum hat min-
destens eine Basis.

1. Zusatz: Jedes endliches Erzeugendensystem ldsst sich durch Streichungen
zu ewner Basis kirzen.

2. Zusatz: Bilden die ersten r Vektoren ein linear unabhdngiges System, so
kann man diese bei den Streichungen schonen.
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Beweis. Die Aussage folgt aus dem 1. Zusatz. Zu diesem Zusatz: Sei vy, ..., v,
ein Erzeugendensystem des k-Vektorraums V. Wir zeigen die Aussage per Induk-
tion iiber n. Ist das System linear unabhingig, so liegt eine Basis bereits vor.
Ist das System linear abhéngig, so konnen wir nach Lemma 3.6 ein geeignetes v;
streichen, um ein Erzeugendensystem der Lange n — 1 zu erhalten. Dies ist der
Induktionsschritt. Der Induktionsanfang ist der Fall n = 0: ein System von keinen
Vektoren ist immer linear unabhéngig! Auch im Fall n = 1 ist das System v; nur
dann ein linear abhéngiges Erzeugendensystem, wenn v; = 0 und V' = {0} ist —
und in diesem Fall ist die leere Menge eine Basis.

Der 2. Zusatz folgt aus dem Zusatz zu Lemma 3.6 Teil a). ]
Lemma 3.8 (Charakterisierung von Basen) Fir ein System vy, ..., v, im
k-Vektorraum V sind die folgenden drei Aussagen dquivalent:

a) vi,...,v, ist eine Basis fir V, d.h. ein linear unabhingiges Erzeugenden-
system.

b) vi,...,v, ist ein minimales Erzeugendensystem fir V.

Ein Erzeugendensystem ist minimal, wenn fir jedes 1 <1 < n gilt: streicht
man v;, so liegt kein FErzeugendensystem mehr vor.

c) v1,...,0, ist ein mazimales linear unabhdngiges System in V.
Maximal heifst, dass, egal wie man v, 1 € V wdhlt, das System vy, ..., vy 11
linear abhdngiq ist.

Beweis. Minimales Erzeugendensystem =- Basis: Folgt aus Satz 3.7, denn
wegen Minimalitédt sind keine Streichungen moglich.

Basis = minimales Erzeugendensystem: Ist vy,...,v, linear unabhéngig, so
ist nach Lemma 3.5 keiner der Vektoren v; eine Linearkombination der anderen
Vektoren, d.h. linear unabhingige Frzeugendensysteme sind minimal.

Basis = maximal linear unabhéngig: Ist vq,...,v, ein Erzeugendensystem,
so ist nach Lemma 3.5 vy, ..., v,, v,41 linear abhéngig fiir jedes v, € V.

Maximal linear unabhéngig = Basis: Sei v € V. Mit v,,.1 = v ist das System
vy, ..., Upeq linear abhéngig wegen Maximalitét. Es gibt also Skalare Ay, ..., A1,
die Z;:Lll Av; = 0 erfiillen und nicht alle Null sind. Da vq,...,v, linear un-
abhéngig sind, darf \,,; = 0 nicht sein. Also \,.1 # 0, weshalb v nach Lem-
ma 3.5 eine Linearkombination der Vektoren vy, ..., v, ist. [

Basisergidnzungssatz Sei V' ein endlich erzeugter k-Vektorraum. Jedes linear
unabhdingige System vy,... v, in V ldsst sich zu einer Basis vy, ...,v, fir V
fortsetzen.

Beweis. Sei wy,...,w,, ein Erzeugendensystem fiir V. Dann ist vy,...,v,,
wy, . .., W, auch ein Erzeugendensystem. Nach den beiden Zusétzen zu Satz 3.7
diirfen wir dieses lange Erzeugendensystem zu einer Basis zusammenstreichen,
wobei wir ausschlielich Vektoren der Art w, streichen, d.h. jedes v; kommt in
der Basis vor. n
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Der Austauschsatz

Der Steinitzsche Austauschsatz Gegeben seien sowohl ein linear unabhdingi-
ges System aq,as, ..., a,, als auch ein Erzeugendensystem by, bs, ..., b, 1m k-
Vektorraum V. Dann ist m < n, und ferner gilt: nachdem man evtl. die Reihen-
folge der b; gedndert hat, ist auch ai, ..., Gp,bmy1, - . ., b, ein Erzeugendensystem
von V.

Der Austauschsatz wird per Induktion mit Hilfe des folgenden Lemmas bewiesen:

Lemma 3.9 Sei V ein k-Vektorraum. Fir ein m > 0 seien ay, as, . .., Qpmi1 line-
ar unabhingige Elemente von V'; und fiir ein n > m + 1 seien b1, bmio, ..., b,
Elemente von V' derart, dass ay,as, ..., 0m,byni1, bymaa, ..., b, ein Erzeugenden-
system fiir V- bilden. Dann gibt es ein jo zwischen m + 1 und n derart, dass
die Elemente a1, as, ..., 0mni1, bmyt, Omgo, .- bj, - .., by ein Erzeugendensystem
von V' bilden.

Beweis des Lemmas. Der Vektor a,,,; ist eine Linearkombination von den
Vektoren ay,as,...,am,bni1,bmas, ..., by, denn dieses ist ein FErzeugendensy-
stem. Nach Lemma 3.5 Teil b) ist also ai,as, ..., amns1,bmi1,---,b, ein linear
abhéngiges Erzeugendensystem. Da ay, ..., a1 linear unabhéingig sind, besagt
der Zusatz zu Lemma 3.6 Teil a), dass wir ein geeignetes b;, streichen diirfen, ein
Erzeugendensystem wird weiterhin vorliegen. n

Beweis des Austauschsatzes. Mit Hilfe des Lemmas ersetzen wir im Erzeu-
gendensystem ein bj;, durch a;. Nach einer Umnummerierung wird es b, sein, der
ersetzt wird. Dann ersetzen wir eins der {ibriggebliebenen b; — nach Umnumme-
rierung wird es by sein — durch as. Nach und nach wird also jedes b; durch ein a;
ersetzt; ein Erzeugendensystem der Lénge n liegt weiterhin vor.

Dieses Ersetzen hort erst dann auf, wenn entweder die a; oder die b; aus-
geschopft sind. Sind die a; ausgeschopft, so haben wir das erwiinschte Ergebnis.

Ist aber m > n, dann gehen die b; zuerst aus. In diesem Fall ist ay, .. ., a, ein Er-
zeugendensystem, weshalb a,,; eine Linearkombination von ag, ..., a, sein muss.
Nach Lemma 3.5 Teil b) ist das System ay, ..., a,;1 linear abhéngig. Das kann
aber nicht sein, denn ay, ..., a,, ist linear unabhéngig. [

Korollar 3.10 Kein endlich erzeugter Vektorraum enthdlt ein unendliches linear
unabhdingiges System.

Beweis. Ist by, ..., b, ein Erzeugendensystem und (a;);c; ein unendliches li-
near unabhéngiges System im k-Vektorraum V', so kénnen wir m+ 1 verschiedene
Elemente iy, ..., 4,41 € I wéihlen. Dann ist a;,, ..., a;, ., ein linear unabhéingiges
System in V, das langer als ein Erzeugendensystem ist. Diesem Zustand wider-
spricht der Austauschsatz. n
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Der Dimensionsbegriff

Satz 3.11 (Alle Basen gleich lang) Ist der k-Vektorraum V endlich erzeugt,
so qilt: Jede Basis von V ist endlich, und alle Basen haben die gleiche Linge.

Beweis. Nach Satz 3.7 hat V' mindestens eine Basis. Nach Korollar 3.10 ist
jedes linear unabhéngiges System und deshalb jede Basis endlich. Da die a; linear
unabhéngig sind, und die b; ein Erzeugendensystem bilden, folgt m < n aus dem
Austauschsatz. Da die b; linear unabhéngig sind, und die a; ein Erzeugendensy-
stem bilden, folgt auch n < m aus dem Austauschsatz. Also n = m. [

Definition Sei V' ein endlich erzeugter k-Vektorraum. Nach Satz 3.7 hat V'
mindestens eine Basis. Nach Satz 3.11 sind alle Basen gleich lang. Diese gemein-
same Lénge aller Basen heifit die Dimension dim(V') von V.

Aus diesem Grund spricht man héufig von endlich dimensionalen Vektorrdum-
en, statt von endlich erzeugten Vektorrdumen.

Satz 3.12 Sei V ein k-Vektorraum und U C V' ein Unterraum. Dann ist auch U
endlich dimensional, und es ist dim(U) < dim(V'). Ferner gilt: es ist dim(U) =
dim(V') genau dann, wenn U =V ist.

Beweis. Sei n = dim(V). Sei vy, ..., v, ein linear unabhéngiges System in U.
Dieses System ist auch in V' linear unabhéngig, kann also (Basisergdnzungssatz)
zu einer Basis vy, ..., v, von V fortgesetzt werden. Also r < n.

Nachdem wir das linear unabhéngiges System vy, ..., v, in U evtl. neu gewahlt
haben, diirfen wir annehmen, dass es mindestens so lang ist wie jedes andere linear
unabhéngige System in U, d.h. die Lange r nimmt ihre grofftmoglichen Wert an.

In diesem Fall ist vy, ..., v, ein maximales linear unabhéngiges System in U, d.h.
eine Basis fiir U. Also dim(U) =r < n = dim(V).

Nach wie vor kann man v, ..., v, zu einer Basis vy,...,v, von V fortsetzen.

Ist » = n, dann ist vy, . .., v, bereits diese Basis. Also U = Spann(vy,...,v,) = V.

[

Beispiel Aufgabe: Zeigen Sie, dass v; = (2,—1,1,0,0), vo = (—=2,1,1,1,1)
und vz = (2,—2,0,1, —1) eine Basis des folgenden Lésungsraums U bilden:

U = {(ZE17$2,I3,ZE47ZE5) E]R5 | I1—2$3+$4+3ZE5 :I1+$2—JZ3+ZL’4+[E5 :0}

Losung: Man rechnet leicht nach, dass die drei Vektoren in U liegen. Ferner
sind sie linear unabhéngig: ist A\vy + pvy +vvz = 0, dann A = g = v = 0 (Kompo-
nentenvergleich fiir die 3., 4. und 5. Komponenten). Sei W C U der Unterraum
Spann(vy, vg, v3). Dann ist vy, ve, v3 eine Basis fiir W, weshalb dim(W) = 3. Wir
werden zeigen: es ist dim(U) = 3. Nach Satz 3.12 folgt dann W = U, und wir
sind fertig.
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Nach Satz 3.12 bedeutet W C U, dass dim(U) > 3 ist. Sei T C R® der
Losungsraum der Gleichung x; — 2x3 + 24 + 325 = 0. Dann U C T C R®. Nun,
e; = (1,0,0,0,0) liegt in R® aber nicht in 7. Also T C R®. Aus Satz 3.12 folgt
dim(7T) < dim(R®) = 5, d.h. dim(T") < 4. Ferner liegt e = (0,1,0,0,0) in T aber
nicht in U. Also dim(U) < dim(7"), woraus folgt dim(U) < 3. Also dim(U) = 3,
wie erwiinscht.

Unterrdume: Dimensionsformel, Komplemente
Definition Seien U, W Unterrdume eines k-Vektorraums V.

a) Die Summe U + W wird als der Unterraum
U+W:={veV |EsgbtueU,weW mit v=u-+w}
von V' definiert.

b) Gilt UNW = {0}, so nennt man die Summe U + W eine direkte Summe,
Bezeichnung U & W.

¢) Ist die Summe U 4+ W direkt, und gilt ferner U & W = V| so heifit W ein

Komplement von U.

Hilfssatz 5 Der Schnitt U N W und die Summe U + W sind tatsdchlich Un-
terrdume von V.
Die Riume U, W sind Unterrdume der Summe U+W . Diese Summe ist genau

dann direkt, wenn jedes v € U+ W genau eine Darstellung v =u+w mit u € U,
w e W hat.

Beweis. 1. Teil: s. Blatt 6. 2. Teil: Summe direkt = Darstellung eindeutig:
Hat v zwei solche Darstellungen v = v +w = v’ + w', dann v — v’ = w’ — w. Die
linke Seite dieser Gleichung liegt in U, die rechte in W, also liegen beide Seiten
in UNW = {0}. Das heifit, u = «' und w = w'.

Inklusionen, sowie Darstellung eindeutig = Summe direkt:

Jedes u € U und jedes w € W liegen in U + W, denn v = v+ 0 und w = 0 + w.
Ist v € UNW, dann hat v zwei Darstellungen: v = v+0 = 0+ v. Da diese beiden
gleich sein miissen, muss v = 0 sein. n

Definition Sind Uy, U,, ..., U, Unterrdume eines k-Vektorraums V', so kann
man problemlos die Summe Uy + Uy + - - - + U, rekursiv als (Uy + -+ -+ U,_1) + U,
definieren. Per Induktion weist man dann nach: es ist

Uy+Uy+---+ U ={ug+us+ -+ u, | u; € U fiir jedes 1 <1i <r}.

Diese mehrfache Summe nennt man direkt, wenn jede Summe in der rekursiven
Definition direkt ist, d.h. wenn jedes v € Uy + --- + U, genau eine Darstellung
v =1uy + -+ u, hat.

32



Beispiel Sei Uy, bzw. Uy bzw. Us der eindimensionale Unterraum des R? mit
Basis (1,0) bzw. (0,1) bzw. (1,1). Fir alle ¢ # j € {1,2,3} ist U; + U; direkt,
aber U; + U, + Us ist nicht direkt.

Satz 3.13 (Dimensionsformel fiir Unterrdume) Fir Unterrdume Uy, Us ei-
nes endlich dimensionalen k-Vektorraums V gilt

Beweis. Seir = dim(U;NUz), m = dim(U;) und n = dim(Us). Nach Satz 3.12
ist » < min(m,n). Sei a4, ..., a, eine Basis von U; NU,. Der Basisergdnzungssatz
besagt, dass es b,.41,...,b,, € Uy gibt derart, dass a,...,a,,b,41,...,b, eine
Basis fiir U; ist. Analog hat U eine Basis der Form aq,...,a., ¢4, ..., ¢, Wir
werden zeigen, dass das System ay,...,a., boy1,...,bm, Coy1,...,c, eine Basis
fiir Uy + Uy ist. Daraus folgt der Satz, denn dieses System hat die Lange r 4 (m —
rN+n—-r)=m+n-—r.

Erzeugendensystem: Jedes v € U; + Us ist eine Summe v = u; + up mit
uy € Uy, ug € Uy. Da uy eine Linearkombination der a; und der b; ist, und us eine
Linearkombination der a;, and der ¢, ist, ist v eine Linearkombination der a;, b;
und c¢p.

Linear unabhéngig: Ist >/, Aia; + 370, psb; + >y vece = 0, dann

Z)\iaﬁ— Z b = — Z VeCp - (*)
i=1

Jj=r+1 {=r+1

Da die linke bzw. rechte Seite in U; bzw. in Us liegt, liegen beide Seiten in Uy NUs.
Somit gibt es p1,...,p, € k mit

Beide Seiten von (*) = Z Pia; -
i=1

Betrachten wir die rechte Seite von (*), erhalten wir

Zpiai+ Z vecy = 0.
i=1

l=r+1

Da die a; und die ¢, eine Basis von U, bilden, folgt p; = v, = 0 fiir alle 4, ¢.
Somit ist auch die linke Seite von (*) gleich Null. Da die a; und die b; eine Basis
von U; bilden, folgt \; = p; = 0 fiir alle ¢, j. Also bilden die a;, b; und ¢, ein linear
unabhéngiges System. [

Korollar 3.14 Ist die Summe direkt, so gilt dim(U, & Usy) = dim(Uy ) +dim(Us).

Beweis. In diesem Fall ist Uy N Uy = {0}. Die leere Menge stellt eine Basis
dar, die Dimension ist also 0. m
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Satz 3.15 (Existenz eines Komplements) In einem endlich dimensionalen
k-Vektorraum V besitzt jeder Unterraum U mindestens ein Komplement. Jedes
Komplement W erfiillt

dim(W) = dim(V) — dim(U) .

Beweis. Wir nehmen eine Basis vy,...,v, von U. und setzen diese zu einer
Basis vy, ...,v, von V fort. Dann setzen wir W = Spann(v,41,...,0,).

V=U+W:IstveV,dann gibt es \j,..., A\, € kmitv=> " \v; =a+b,
wobeia =37  Av;eUundb=3"" . Av;e W. AlsoveU+W.

Summe direkt: Ist v € U N W, dann gibt es py,..., 0, und vpyq, ..., v, € k
mit v = Y . piv; = > o vy Esist also Y i A\jv; = 0, wobel \; = p; fiir

i=r+1
t <rund \; = —y; fiir © > r + 1. Da vq,...,v, linear unabhéngig ist, miissen
also alle p; und v; gleich Null sein, also v = 0.
Dimension: Folgt aus Korollar 3.14 [

Beispiel Sowohl Spann(ey) als auch Spann((1,1)) ist ein Komplement in R?
von Spann(eq).

Beispiel Wihlt man einen Ursprung O, so wird der Anschauungsraum zu
einem dreidimensionalen R-Vektorraum. Die eindimensionalen Unterrdume sind
die Geraden durch O, und die zweidimensionale Unterrdume sind die Ebenen,
die O enthalten. Zwei Geraden G1, Gy durch O spannen eine Ebene E auf: in der
Sprache dieser Vorlesung gilt dann G+ G5 = F. Ist E eine Ebene, die O enthélt,
und ist G eine Gerade durch O, die nicht in der Ebene liegt, dann ist die Summe
G + E der ganze Anschauungsraum. In diesem Fall ist £ ein Komplement von G
und auch umgekehrt.

Im Anschauungsraum hat die Ebene F ein bevorzugtes Komplement, namlich
die Gerade, die senkrecht auf dieser Ebene steht. Erst im Kapitel iiber euklidi-
schen Rdumen werden wir uns mit senkrechten Vektoren beschéftigen. Bis dahin
gelten alle Komplemente eines Unterraums als gleichberechtigt.
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4 Lineare Abbildungen und deren Matrizen

Definition Seien V, W zwei k-Vektorraume. Eine Abbildung f: V' — W heifit
eine lineare Abbildung, falls fiir alle a,b € V und fiir alle A, p € k gilt: f(Aa+ub) =

Af(a) + pf (D).

Hilfssatz 6 a) Es ist f(Oy) = Ow, f(a+b) = f(a) + f(b), f(Aa) = Af(a)
und f(—a) = —f(a) fir a,b €V und \ € k.

b) Fir alle vy,...,v, in'V und fir alle Ay, ..., \, € k gilt
f (Z )\ivi) = Nif(v).
i=1 i=1

c) Mit f:V — W und g — U ist auch go f:V — U linear. Auch die
Identititsabbildung Idy : V — V', v +— v st linear.

Beweis. a) f(a+b)=f(1-a+1-b)=1-f(a)+1-f(b)= f(a)+ f(b).
f(xa) = f(>\a+0k Ov) = Af(a) + 0 - f(Ov) = Af(a) + 0w = Af(a).
fOv) = f(O0k-0v) = 0 f(Ov) = Ow.  f(=a) = f((=1)a) = (=1)f(a) =

—f(a).

b) Induktion tiber n. Die Félle n = 0, 1,2 folgen aus a).  Induktionsschritt
wie im Beweis von Hilfssatz 4 auf S. 24.

c) Esist g(f(Aa+ ub)) = g(Af(a) + pf(b)) = Ag(f(a)) + ng(f(b)). =

Lemma 4.1 Ist f: V — W bijektiv und linear, so ist auch f=*: W — V linear.
FEine bijektive lineare Abbildung heifit ein (linearer) Isomorphismus.

Beweis. Die Abbildung f~! ist auf jedem Fall bijektiv. Seien ¢,d € W und
A€k Seia= f~1c),b= f~Yd). Dann f(Aa+pub) = \f(a)+uf(b) = A+ pd,
also f~*(Ae+ pud) = Xa+ pb = Nf~(c) + pf~1(d). n

Beispiele  a) Sei P, der R-Vektorraum aller Polynome von Grad < n. Dann
ist die Ableitung D: P, — P,_1, f(z) — f'(x) eine lineare Abbildung.

b) Fiir a € R sei &,: C°(R) — R die Abbildung, die eine stetige Funktion
f(z) in z = a auswertet: ®,(f) := f(a). Diese Abbildung ®, ist linear.

c) Sei U C k? der Losungsraum der Gleichung x +zo+x3 = 0. Sei f: k* — U
die Abbildung f(a,b) = (a,b — a,—b). Diese Abbildung f ist linear und
bijektiv, d.h. f ist ein Isomorphismus.
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d) (Wichtig) Sei A € M(m x n,k) eine Matrix. Fassen wir Elemente v € k"
als Spaltenvektoren d.h. als (n x 1)-Matrizen auf, so konnen wir das Produkt
A-v bilden. Das Ergebnis ist eine (m x 1)-Matrix, d.h. ein als Spaltenvektor

aufgefasstes Element von £™. Somit erhalten wir eine Abbildung L 4: k™ —
k™, v A-v. Diese Abbildung ist linear. Die Abbildung k* — k3 in c) ist

. 10
L, fur A= (51 31>
Bezeichnung Gibt es einen Isomorphismus f: V' — W, so heiflen V, W iso-
morph. Bezeichnung: V' = W.  Zusammen mit dem Hilfssatz bedeutet Lem-
ma 4.1, dass [somorphie einen Aquivalenzrelation auf der Klasse von Vektorraum-
en ist.

Lemma 4.2 Isomorphe Vektorrdume haben die gleiche Dimension.

Beweis. Sei f: V — W ein Isomorphismus und aq,...,a, eine Basis von V.
Fir 1 <7 < nsetzeb; :== f(a;) € W. Behauptung: by, ..., b, ist eine Basis von W.

Erzeugendensystem: Ist w € W, dann f surjektiv = es gibt ein v € V
mit f(v) = w. Da ay,...,a, eine Basis von V ist, gibt es A\1,...,\, € k mit
>y Aa; = v. Nach dem Hilfssatz ist also > | \ib; = w.

Linear unabhéngig: Ist >  Ab; = Ow, dann f: > Na; — Ow = f(Oy).
Wegen Injektivitit folgt also > | Aa; = Oy. Da die a; linear unabhéingig sind,
folgt \; = 0 fiir alle 7.

Dieses Argument lédsst sich ohne grofie Schwierigkeiten an dem Fall anpassen,
wo die Basis beliebig grof sein kann. n

Definition Sei f: V — W eine k-lineare Abbildung. Der Kern und das Bild
von f werden so definiert:

Kern(f)={veV | flv)=0yp}CV
Bild(f) ={w e W |3v eV mit f(v) =w} CW.

Lemma 4.3 Ist f: V — W eine k-lineare Abbildung, so ist Kern(f) ein Unter-
raum von V', und Bild(f) ist ein Unterraum von W.

Die Abbildung f ist genau dann injektiv bzw. surjektiv, wenn Kern(f) = {0y}
bzw. Bild(f) =W gilt.

Beweis. Da f(0y) = Oy gelten 0y € Kern(f) und Oy € Bild(f), somit sind
Kern und Bild nicht leer. Liegen vy, vy im Kern, so gilt fiir A\, Ay € k: es ist
F(Av1 4+ Agve) = A f(v1) + Aaf(ve) = A1 -0+ Ay - 0 = 0, weshalb \jv; + Ayvy
auch im Kern liegt. Liegen wq, w, im Bild, so gibt es vy, vy € V mit f(vq) = wy,
f(v2) = wy. Dann gilt

f()\lvl + )\21)2) = )\1f<U1) -+ )\Qf(vg) = )\1?1]1 + )\2’11)2 ,
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weshalb auch Ajw; + Ayvg im Bild liegt. Nach Lemma 3.2 sind Kern und Bild
Unterrdume.

Dass Surjektivitiat gleichbedeutend mit Bild(f) = W ist, ist klar. Ist f in-
jektiv, so folgt v = Oy aus f(v) = Oy = f(Oy). Ist Kern(f) = {0y} und
f(v1) = f(ve), dann f(vy —vy) = Oy, weshalb vy —v; € Kern(f), d.h. vy =vy. =

Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen Seien V und W zwei k- Vektor-
raume und f: V. — W eine lineare Abbildung. Ferner sei V endlich dimensional.
Dann ist Bild(f) endlich dimensional, und es gilt

dim(V) = dim Kern(f) + dim Bild(f) .
Bezeichnung Man nennt dim Bild(f) den Rang von f.

Bemerkung Beachten Sie, dass dim(¥') nicht in der Dimensionsformel vor-
kommt. Manche Fehler entstehen dadurch, dass man die Rollen von dim (V') und
dim (W) vertauscht. Man sollte aber doch beachten, dass dim Bild(f) < dim(W)

gelten muss.

Beweismethode Nr. 1. Sei U C V ein Komplement von Kern(f). Nach der
anderen Dimensionsformel gilt dim(V) = dim Kern(f) + dim(U). Wir miissen
also zeigen, es ist dim Bild(f) = dim(U).

Betrachten wir hierfiir die Enschrankunng f|y. Ist f(u) = Oy fiir u € U,
dann v € U N Kern(f) = {0y}, also u = Oy. Somit ist f|y injektiv. AuBerdem
ist f(U) = Bild(f): fiir jedes v € V ist v = v’ + u fiir v’ € Kern(f), u € U, also
f(v) = f(u) € f(U).Somitist f|y: U — Bild(f) eine bijektive lineare Abbildung,
d.h. ein Isomorphismus. Nach Lemma 4.2 gilt also dim(U) = dim Bild(f). n

Beweismethode Nr. 2. Bild endlich erzeugt: Ist vy,...,v, eine Basis von V/,
so ist f(v1),..., f(v,) ein Erzeugendensystem von Bild(f).

Dimensionsformel: Sei ay, . .., a, eine Basis von Bild(f). Dann gibt es Elemen-
te by,...,b, € V mit f(b;) = a; fiir jedes 4. Sei ¢y, ..., ¢s eine Basis von Kern(f).
Wir werden zeigen, dass bq,...,b.,cq,...,cs eine Basis von V ist. Daraus folgt,
dass dim(V) = r + s = dim Bild(f) 4+ dim Kern(f).

Erzeugendensystem: Ist v € V, so ist f(v) eine Linearkombination der a;.
Sei v' € V die entsprechende Linearkombination der b;, dann f(v") = f(v). Also
liegt v — ¢v' im Kern und ist deshalb eine Linearkombination der ¢;. Also ist
v =10+ (v —?') eine Linearkombination der b; und ¢;.

Linear unabhéngig: Ist >/ \ib; + Y7 pjc; = Oy, dann wenden wir f auf
beide Seiten an und erhalten >, A;a; = 0. Da die g; linear unabhéngig sind,
folgt A\; = 0 fiir alle 7, weshalb 25:1 w;c; = 0. Da auch die ¢; linear unabhéngig
sind, folgt p; = 0. n
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Satz von der linearen Fortsetzung Sei b1,...,b, eine Basis des k-Vektor-
raums V. Seien wy, ..., w, beliebige Elemente des k-Vektorraums W. Dann gibt
es genau eine lineare Abbildung f:V — W, die f(b;) = w; fir jedes 1 < i <mn
erfillt.

Anders gesagt: jede Abbildung von der Menge {b,...,b,} nach W ldsst sich
auf genau einer Weise zu einer linearen Abbildung von V nach W fortsetzen.

Beweis. Zuerst halten wir fest, dass jedes v € V sich auf genau einer Weise
als eine Linearkombination v = )" | A\;b; der Basiselemente schreiben lésst. Exi-
stenz: Basen sind Erzeugendensysteme. Eindeutigkeit: Gilt auch v = Y"1 | w;b;,
dann ", (1; — Ai)b; = 0 wegen linearer Unabhéngigkeit, weshalb \; = y;.

Eindeutigkeit der Fortsetzung: Ist f eine solche lineare Abbildung und v =
Yo b€ Vodann f(v) = D00 Nif(b) = >0 Mw;. Es gibt also hochstens
eine solche Abbildung f.

Existenz der Fortsetzung: Wir miissen also zeigen, dass das einzige Kandidat
ST i) == > Niw; repréisentantenunabhéingig und linear ist. Représen-
tantenunabhéngig ist es, da jedes v € V sich auf nur einer Weise als eine Li-
nearkombination der Basis darstellen lasst. Linearitat: Ist v = 2?21 A;b; und
v =30 Niby, dann po + v = Y00 (i + /' A])b;, weshalb

n

Flpo+ ') = (i + ! N)w; = pf (0) + 4/ (). =

=1

Korollar 4.4 Zwei endlich-dimensionale k-Vektorriume sind genau dann iso-
morph, wenn Sie die gleiche Dimension haben. Insbesondere ist jeder n-dimensi-
onale k-Vektorraum zu k™ isomorph.

Beweis. In Lemma 4.2 sahen wir, dass isomorphe Vektorrdaume die gleiche Di-
mension haben. Nun seien V, W zwei n-dimensionale k-Vektorrdume. Seia; .. ., a,
bzw. by,...,b, eine Basis von V bzw. von W. Nach dem Satz von der linearen
Fortsetzung gibt es lineare Abbildungen f: V — W und ¢ — W — V mit
f(a;) = b; und g(b;) = a; fur alle 1 < i < n. Es ist also g(f(a;)) = a; und
f(g(bi)) = b;, weshalb die Eindeutigkeitsaussage desselben Satzes bedeutet, dass
go f =1Idy und f o g = Idy gelten. Das heifit, f ist bijektiv und g = f~1. "

Korollar 4.5 Ist V' ein endlich dimensionaler k-Vektorraum und U C V ein
Unterraum, so gibt es einen endlich dimensionalen Vektorraum W und eine sur-
jektive lineare Abbildung f:V — W mit Kern(f) =U.

Anders gesagt: Jeder Kern ist ein Unterraum, und auch umgekehrt.

Beweis. Nach Satz 3.12 ist U endlich dimensional. Sei vy, ..., v, eine Basis

von U. Nach dem Basisergdnzungssatz konnen wir dieses linear unabhingiges
System zu einer Basis vy,...,v, von V fortsetzen. Sei ¢: V. — V die lineare
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Abbildung mit ¢(v;) = 0 fir alle ¢ < r und ¢(v;) = v; fiir alle i > r+ 1. Fiir jedes
v =\ € Vist dann ¢(v) = Y77, Ao Dies ist genau dann 0, wenn
A; = 0 ist fiir jedes ¢ > r + 1, d.h. wenn v = 22:1 Av;, d.h. wenn v € U. Es ist
also U = Kern(¢). Nun sei W = Bild(¢) C V und f: V — W die Abbildung
f(v) = ¢(v). Dann ist f surjektiv und Kern(f) = Kern(¢) = U.

Ubrigens: Fiir jedes v; gilt ¢(é(v;)) = ¢(v;). Der Satz von der linearen Fort-
setzung besagt also, dass ¢ o ¢ = ¢ gilt. Eine solche lineare Abbildung ¢: V — V

nennt man eine Projektion. n

Die Matrix einer linearen Abbildung

Zur Erinnerung: Sei k ein Korper und A € M(m x n, k) eine Matrix. Fassen wir
Elemente v € k™ als Spaltenvektoren d.h. als (n x 1)-Matrizen auf, so konnen
wir das Produkt A - v bilden. Das Ergebnis ist eine (m x 1)-Matrix, d.h. ein als
Spaltenvektor aufgefasstes Element von £™. Somit erhalten wir eine Abbildung
La: k™ — k™ v+— A-v. Diese Abbildung ist linear, und es gilt Ly = Lso Lpg

(vgl. Ubungsserie 8). Ist A = (a;j)i<m und v = (vi,...,v,), so ist La(v) =
i<n

(Wi, ..., wy) mit w; = >

st

0 . T
—1 1 ( ): —;L-—|—y ,
0 -1 J —y

weshalb L (z,y) = (z,y — z, —y).
Die Matrix B = (§ 7' %) € M(2 x 3,k) induziert Lp: k* — k*. Es ist

1 -1 0\ [T\ _(z—y
01—1Z_y—z’

weshalb Lg(x,y,2) = (z —y,y — 2).

Bezeichnung Sind V, W k-Vektorrdume, so bezeichnet man mit L(V, W) die
Menge der k-linearen Abbildungen f: V — W.

Lemma 4.6 Sei k ein Korper.

a) Jede lineare Abbildung f: k™ — k™ hat die Gestalt f = La fir A eine
Matriz in M(m x n, k).

b) Die Mengen M(m x n,k) und L(V,W') — fiir beliebige k- Vektorraume V, W

— haben natirliche Vektorraumstrukturen.
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c) Die Zuordnung A — Ly ist ein Isomorphismus von M(m X n, k) nach

LU, k™).

Beweis.  a) Fiir die Standardbasisvektoren ey, ..., e, € k" gilt:

L 4(e;) = jte Spalte von A.

Wir benutzen diese Eigenschaft, um A zu konstruieren.

Wir definieren also Zahlen a;; fir 1 < ¢ < m und 1 < n so: a;; ist der
Koeffizient von e; in f(e;). Anders gesagt: f(e;) = > .-, aije;. Dann aber
gilt auch La(ej) = Y "1", aze;, d.h. La(e;) = f(e;) fir alle 1 < j < n. Nach
dem Satz von der linearen Fortsetzung gilt L4 = f.

Matrizen: Addition ist Matrixaddition, und Skalarmultiplikation wird defi-
niert durch (AA);; = A - 4;;, d.h. jeder Eintrag der Matrix A wird mit dem
Skalar A multipliziert.

Lin. Abbildungen: Addition und Skalarmultiplikation definiert man punkt-
weise, d.h. f+ ¢ wird durch (f+g¢)(v) = f(v)+g(v) fir alle v € V' definiert;
und (Af)(v) = A- f(v) fiir alle v € V definiert Af.

Die Vektorraumaxiome lassen sich nachweisen.

In a) sahen wir, dass die Abbildung A +— L4 surjektiv ist.

Linearitét: Sei v = (vq,...,v,) € k". Dann Lyai,p5(v) = (w1, ..., w,,) fir
w; = Z()\A + ,uB)ijvj = Z(/\AU + ,uBij)vj = )\ Z Aijvj + ,uz Bijvj
j=1 7=1 j=1 7=l

= ite Komponente von AL 4(v) + uLg(v).

Das heiit, Lyat,5(v) = ALs(v) + pLp(v) = (ALa + pLp)(v).
Injektiv: Wegen Lemma 4.3 reicht es, zu zeigen: Ist L, die Nullabbildung,
so ist A die Nullmatrix. Dies ist tatséchlich der Fall, denn A;; = ite Kom-
ponente in L(e;).

]

Definition Sei f: V — W eine k-lineare Abbildung. Sei b4, ...,b, eine Basis

von V und ¢q,..., ¢, eine Basis von W. Da jedes w € W sich auf genau einer
Weise als eine Linearkombination der Basis cq, ..., ¢, ausdriicken lasst, konnen
wir eine Matrix A € M (m x n, k) definieren durch

=1

Diese Matrix A nennt man die Matrix der linearen Abbildung f beziiglich den
gewahlten Basen von V und W.
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Bezeichnung Diese Matrix werden wir mit sMc(f) bezeichnen, wobei B die
Basis by, ...,b, von V und C' die Basis ¢y, ..., ¢, von W bezeichnet.

In Lemma 4.7 leiten wir eine niitzliche Alternativbeschreibung von gMc(f) her.
Zuerst benotigen wir den Begriff Koordinatenvektor.

Bezeichnung Ist v € V', so lasst sich V' auf genau einer Weise als eine Line-
arkombination v = 7 | A\;b; schreiben. Wir nennen A = (Ay,..., A,) € k" den
Koordinatenvektor von v € V beziiglich der Basis B.

Beachten Sie, dass die Abbildung v — A ist der Isomorphismus V' — k" aus
Korollar 4.4, den man durch Wahl der Basis B fiir V' und der Standardbasis
fiir k™ erhélt.

Lemma 4.7 a) gpMc(f) ist die einzige Matriz A € M(m x n, k) mit der
folgenden Eigenschaft:

Ist A\ = (M\,...,\,) € k" der Koordinatenvektor von v € V
beziiglich der Basis B, dann ist Ls()\) der Koordinatenvektor von
f(v) € W beziiglich der Basis C von W.

b) Insbesondere gilt dann «Mp(g) - sMc(f) = sMp(go f).

c) fr— sMc(f) ist ein Isomorphismus L(V,W) — M(m x n, k).

Beweis.  a) Bezeichnen wir mit hg: V' — k™ den Isomorphismus, der durch
hp(b;) = e; fir 1 < j < n gegeben wird. Es ist dann hp(v) = Koordinaten-
vektor von v — vgl. den Beweis von Korollar 4.4. Sei g: k™ — k™ die Abbil-
dung

g: Koordinatenvektor von v — Koordinatenvektor von f(v).

Dann

g:hcofohgl. (**)
Also ¢ ist linear und es gibt nach Lemma 4.6 genau eine Matrix A mit
g =Ly Mit A= gMc(f) gilt auf jedem Fall La(e;) = (Ayj, Agjy ..., Apj)-
Nach (*) ist dies der Koordinatenvektor von f(e;). Also La(e;) = g(e;) fiir
alle 1 < j<n.Also Ly =g.

b) Setze A(f) = pMc(f) und A(g) = ¢Mp(g). Sei A € k™ der Koordinaten-
vektor von v € V. Dann ist L4s(A) der Koordinatenvektor von f(v), und
L) Lacr)(A) der Koordinatenvektor von g(f(v)). Also ist Laga(s)(A) der
Koordinatenvektor von g(f(v)). Nach der Eindeutigeitsaussage gilt dann

A(g)A(f) = BMp(go f).
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¢) In Anlehnung an (**) definieren wir ®: L(V, W) — L(k", k™) durch ®(f) =
hoo fohg'. Sei W: L(k", k™) — M(m x n, k) die Umkehrabbildung des
Isomorphismus A — L4. Nach Konstruktion gilt sMc(f) = ¥(P(f)). Wir
wissen aus Lemma 4.6, dass ¥ ein Isomorphismus ist. Es reicht also zu
zeigen, dass ® ein Isomorphismus ist.

® ist bijektiv, denn ®1(g) = h;' 0 go hp. Fiir Linearitit von ® sei A € k",
der Koordinatenvektor beziiglich Basis B des Vektors v := hj'()\). Seien
£, e L(V,W)und p, ' € k. Sei g = puf + ¢/ f € L(V,W). Dann

®(9)(A) = he(g(hy' (V) = he(g(v)) = ho(uf (v) + @' f'(v)).
Da h¢ linear ist, folgt

®(9)(A) = uhe(f () + w'ho(f'(v)) = u®(£)(A) + w'S(f)(A)

also ®(uf + 1/ f') = pd(f) + B (f').
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5 Lineare Gleichungssysteme

Finleitung Um das Gleichungssystem

r+y+z=1 (1)
T+ 2y+2z=2 (II)
2w +y+z=1 (I11)

zu 16sen, konnen wir (I) benutzen, um x aus (II) und (III) zu eliminieren: wir
setzen © = 1 — y — z in diesen beiden Gleichungen ein und erhalten

r+y+z=1 (1)
y+z=1 (IT)
—y—z=-1 (IIT")

Da die zweite und dritte Gleichungen jetzt dquivalent sind, kénnen wir die dritte
streichen. Das Gleichungssystem lautet jetzt

r+y+z=1 (1)
y+z=1 (IT")

Wir erkennen jetzt, dass der Wert von z frei wahlbar ist. Nach der Wahl von z ist
der Wert von y eindeutig durch (II’) bestimmt; und sind y, z bekannt, so ist der
Wert von x eindeutig durch (I) angegeben. Man sagt, dass die Losungen durch
den Wert von z parametrisiert sind. Sei ¢ der Wert, den wir fiir z wéhlen. Dann
y=1—zund x =1 —y—z = 0. Die Losungsmenge ist also {(0,1—¢,t) | t € R}.

Wir héitten auch (II') benutzen kénnen, um y aus (I) zu eliminieren: wihlen
wir diesen Weg, so setzen wir y = 1 — z in (I) ein und erhalten das Gleichungs-
system

r=0 ()
y+z=1 (IT")

Von dieser Form des Gleichungssystems ausgehend, léasst sich die Losungsmenge
noch schneller hinschreiben.

In diesem Kapitel beschreiben wir den Gauf-Algorithmus, auch Gauf3-Elimi-
nationsverfahren genannt, der diesen Losungsansatz systematisiert.

Lineare Gleichungssysteme

Sei k ein Korper. Unter ein lineares Gleichungssystem versteht man ein System

a1r1 + @192 + -+ + a1, = by
a91T1 + A92T9 + -+ Aonly — bg
A1 1 + Qoo + -+ + App®y = bm
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von m Gleichungen, in dem die Skalare a;;,b; € k alle bekannt sind. Es gilt, das
Gleichungssystem fiir die n unbekannte Elemente x4, ..., z, von k zu losen.
Sei A € M(m x n,k) die Matrix mit A;; = a;; fir alle 4,j. Sei b € k™ der

b1
b

Spaltenvektor b = 2 . Sei x € k™ der Spaltenvektor x = (
bm

den Unbekannten zusammensetzt. Dass obige Gleichungssystem lédsst sich dann

durch die folgende Vektorengleichung ausdriicken:

x1
2

), der sich aus

Tn

A-x=0b.

Aufgabe 5.1 Sei k ein Korper, A € M(m x n,k) eine Matriz und b € k™ ein
(Spalten- Jvektor. Man bestimme die Losungsmenge

LR(A D) ={x € k" | A -z =b}

des ,inhomogenen® linearen Gleichungssystems A -x = b.

Ein wichtiger Spezialfall ist das homogene Gleichungssystem A - x = 0, d.h. der
Fall b = Nullvektor. In diesem Fall ist die Losungsmenge LR(A,0) der Kern der
linearen Abbildung L4: k™ — k™ und somit ein Unterraum des k".

Aufgabe 5.2 Seik ein Korper und A € M(mxn, k) eine Matriz. Man bestimme
eine Basis des Lisungsraums

LR(A,0) :={x € k" | A -2 =0}

des homogenen linearen Gleichungssystems A - x = 0. Diesen Raum nennt man
auch den Nullraum von A.

Wir beginnen mit Aufgabe 5.2. Das Ergebnis und die Methoden, die wir hierfiir
entwickeln, werden auch eine Losung von Aufgabe 5.1 ermoglichen.

Elementare Zeilenoperationen

Definition Sei A € M(m x n, k) eine Matrix. Die folgenden drei Wege, um
aus A eine neue Matrix in M (m x n, k) zu machen, heiflen elementare Zeilenope-
rationen.

Typ 1 Zwei Zeilen vertauschen.
Typ 2 Eine Zeile mit A € k* :=k \ {0}

Typ 3 Das A-fache von einer Zeile zu einer anderen Zeile addieren (A € k).
multiplizieren.
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Lemma 5.3 a) Andert man die Matriz A durch eine oder sogar durch ei-
ne Kette von elementaren Zeilenoperationen, so dndert sich der Nullraum
LR(A,0) nicht. Auch wenn man Nullzeilen streicht oder hinzufiigt, so dndert
sich der Nullraum nicht.

b) Jede elementare Zeilenoperation ist durch eine weitere elementare Zeilen-
operation rickgingig zu machen. Jede elementare Zeilenoperation lisst sich
durch Linksmultiplikation A — H - A durch eine invertierbare Matrix H €
M, (k) = M(m x m, k) bewirken.

Zur Erinnerung: eine quadratische Matrix H € M, (k) heifit genau dann inver-
tierbar, wenn es eine Matrix H' € M,,(k) mit HH' = H'H = E,, gibt, wobei E,,
das Einselement des Rings M,, (k) ist, d.h. E,, ist die Einheitsmatrix

1 i=j
(Em)ij = 0ij = {

0 sonst

Beweis. b) Fiir jede der drei Operationstypen definieren wir eine Matrix
aus M, (k). Fir 1 < r;s < m mit r # s definieren wir T = T(r,s) durch
T =Ty =1,T; =1firi # r,s, und T;; = 0 sonst. Fiir 1 < r < m und
0# X € ksei M = M(r,\) die Matrix mit M,, = A\, M;; = 1 fiir ¢ # r und
M;; = 0 fiir i # j. Fir r # s und A € k definieren wir F' = F(r, A, s) durch
F,, =\, F;; = 1 fiir alle ¢, und F;; = 0 sonst. In M,(R) haben wir zum Beispiel

0 (048 Lo
00 — —

10 M(37§)— 0030 F(2,-2,4)= 100 10
00 0001 0-201

Man rechnet jetzt nach, dass T'(r,s)A bzw. M(r,\)A bzw. F(r, A, s)A das Er-
gebnis der entsprechenden elementaren Zeilenoperation vom Typ 1 bzw. Typ 2
bzw. Typ 3 ist. Wir rechnen Beispielhaft fiir Typ 3 nach. Sei F' = F(r,\, s). Es
ist -Fz'j = (51‘]‘ -+ )\(SZ‘S(SJ‘T. Also

(FA),; = Em: FioAy; = Em: SiaAaj + i A6is0arAaj = Aij + 01 A A,
a=1

a=1 a=1

Also FFA und A stimmen aufler fiir 7 = s {iberein, d.h. auflerhalb der sten Zeile.
Die ste Zeile von F'A ist die ste Zeile von A plus das A-fache der rten Zeile von A.

Diese Matrizen bewirken also die Zeilenoperationen. Nun, T'(r, s)T'(r,s) =
Epy, M(ry )M (r, 1) = M(r, Ap) und F(r, A, s)F(r,p, s) = F(r, A + u, s): die lin-
ke Matrix im Produkt entspricht eine Zeilenoperation, man fithre diese auf die
rechte Matrix aus. Ferner gilt M (r,1) = F(r,0,s) = E,,. Somit sind die Matri-
zen invertierbar: T'(r,s)™t = T(r,s), M(r,\)™* = M(r,1/)) und F(r,\,s)"! =
F(r, =\, s). Auch die inverse Matrizen entsprechen Zeilenoperationen: diese ma-
chen die urspriinglichen Zeilenoperationen riickgéngig.
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a) Ist A-x =0, dann HA-x = H - Az = 0, d.h. LR(A,0) € LR(HA,0).
Ist H invertierbar, dann A = H~'- HA, weshalb LR(HA,0) C LR(A,0) nach
dem gleichen Argument. Also LR(A,0) = LR(HA,0). Bleibt der Nullraum bei
jeder elementaren Operation erhalten, dann auch bei einer beliebigen Kette von
elementaren Operationen.

Eine Nullzeile entspricht der Gleichung 0 = 0. An der Losungsmenge dndert
sich nichts, wenn man diese Gleichung streicht bzw. hinzufiigt. m

Definition Sei a € M (m x n, k) eine Matrix mit m Zeilen und n Spalten. Der
Zeilenraum ist der Unterraum des k™, der von den Zeilen aufgespannt wird. Der
Spaltenraum ist der Unterraum des k™, der durch die Spalten erzeugt wird. Der
Spalten- bzw. Zeilenrang ist die Dimension des Spalten- bzw. des Zeilenraums.

Spéater werden wir die wichtige Tatsache nachweisen, dass Zeilenrang und Spal-
tenrang gleich sind.

Lemma 5.4 Sei A € M(m x n, k) eine Matriz. Dann

a) Der Spaltenraum stimmt mit dem Bild der linearen Abbildung La: k" —
k™, v — A-v dberein. Somit stimmt der Spaltenrang von A mit dem Rang®
von L4 iiberein.

b) Elementare Zeilenoperationen lassen den Zeilenraum und somit den Zeilen-
rang unverdndert.

c) Elementare Zeilenoperationen lassen den Spaltenrang unverdndert, auch
wenn sie den Spaltenraum dndern.

Beweis.  a) Der Spaltenraum wird von den Spalten von A erzeugt, das Bild
wird von den Vektoren L (e;) fiir 1 < j < n erzeugt. Aber Ly(e;) = A-e; =
jte Spalte von A.

b) Sind z1, ..., 2, € k™ die Zeilen, so ist der Zeilenraum Spann(zy, . . ., z,). Ver-
tauscht man die Reihenfolge der Zeilen, so &ndert sich nichts am Spann. Er-
setzt man z, durch 2, = z,+ Az, (r # s), so andert sich der Zeilenraum auch
nicht: denn z, = z; + Az, ist eine Linearkombination von zy,..., 25, ..., Zm,
und z; = 2, — Az, ist eine Linearkombination von zy,...,2.,..., 2;,. Auch

)’ 89
wenn man z, durch z, = Az, fiir A # 0 ersetzt, &ndert sich der Spann nicht.

c) Wir wenden die Dimensionsformel auf L: k™ — k™ an. Wegen a) ist
dim Bild(L 4) der Spaltenrang. Beachten Sie, dass Kern(L,) der Losungs-
raum LR(A,0) ist. Also lautet die Dimensionsformel so:

Spaltenrang(A) = n — dim LR(A4,0) .
Nach Lemma 5.3 Teil a) bleibt aber die rechte Seite unveréndert.

8Rang einer linearen Abbildung = Dimension des Bildes
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Das Gaufische Eliminationsverfahren

Dieses Verfahren wendet Zeilenoperationen an, um eine Matrix A in einer beson-
deren Form zu bringen, die sich Zeilenstufenform nennt. Ist A in Zeilenstufenform,
so kann man eine Basis des Losungsraums LR(A, 0) mehr oder weniger ablesen.
Auch lésst sich nachweisen, dass der Spaltenrang und Zeilenrang gleich sind. Hier
sind vier Matrizen in Zeilenstufenform:

21034 00 12030
00311 011

00 00120
000 L1 00l 0 0 00001
000O0O -

Die unterstrichene Eintrdge sind die sogenannte Pivotstellen. Nur die letzten
beiden Matrizen sind in strenger Zeilenstufenform. Fiir Zeilenstufenform muss
eine Matrix folgende Gestalt haben:

0...0 = ?2...7 7
0...0 0 0...0 =

0...000...000...00 0...0

Die Pivotstellen * miissen Werte # 0 haben; die 7-Eintrage konnen beliebige
Werte haben. Fiir strenge Zeilenstufenform muss die Gestalt so sein:

0...0 1 ?7...7 0 7...70
0...0 00...01 7...7 0

0...000...000...00 0...0

Definition Eine Matrix A € M (m X n, k) ist in Zeilenstufenform, wenn es ein
0 <r<mund Zahlen 1 < j; < jo < --- < 7, < n gibt mit

a) A;j, # 0 fir alle 1 <4 <r; und
b) A;; =0 falls ¢ > r, oder falls i <r und j < j;.

Die (i, j;)-Eintrage heiflen die Pivotstellen. Fiir strenge Zeilenstufenform verlangt
man aulerdem, dass alle Pivotstellen den Wert 1 annehmen, und dass alle weitere
Eintrige in der Spalte einer Pivotstelle Null sind: A; ;, = 1 und A, ;, = 0 fiir a # 1.
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Algorithmus 5.5 (Das Gaufische Eliminationsverfahren)

Input: Matrix A € M(m x n, k).

Output: Auf A werden so lange elementare Zeilenoperationen ausgefiihrt, bis die
Matrix in Zeilenstufenform ist.

Wahlweise kann auch die strenge Zeilenstufenform berechnet werden.

Erste Pivotstelle suchen

1) Sei j; die Nummer der ersten Spalte, die einen Eintrag # 0 enthilt.
[Sind alle Eintrage Null, so ist A bereits in strenger Zeilenstufenform.]

2) Ggf. durch Vertauschung der ersten mit einer anderen Zeile stellt man si-
cher, dass A; ;, # 0 ist. Dies ist die erste Pivotstelle.

3) Die erste Zeile mit 1/A4; j, multiplizieren, damit 4, ; =1 gilt.
Unterhalb der Pivotstelle kehren

4) Fir jedes 2 < ¢ < m das A, j-fache der ersten Zeile von der iten Zeile
abziehen.

Nach weiteren Pivotstellen suchen

5) Sei B die Matrix, die aus den Zeilen 2 bis m von A besteht. Man bringe B
auf Zeilenstufenform (Rekursion!) Jetzt ist A in Zeilenstufenform.

Ggf. strenge Zeilenstufenform berechnen.

6) Fiir jede Pivotstelle (4, j;) kehre man oberhalb dieser Zeile: fiir jedes 1 <
a < ¢ ziehe man das A, j,-fache der i¢ten Zeile von der aten Zeile ab.

Lemma 5.6 Mittels des Gauf3-Algorithmus ldsst sich jede Matriz durch eine Ket-
te von elementaren Zeilenoperationen auf Zeilenstufenform und sogar auf strenge
Zeilenstufenform bringen.

Beweis. Jede Anderung zu A ist eine elementare Zeilenoperation. Da B eine
Zeile weniger als A hat, bricht die Rekursion irgendwann ab. Nach Schritt 3) ist
A, j, der einzige Eintrag # 0 in den ersten j; Spalten. Somit liegen alle Pivot-
stellen von B in der (j; + 1)te Spalte oder spéter. Ist also B in Zeilenstufenform,
dann A auch. Das kehren nach oben bringt dann die Matrix auf strenge Zeilen-
stufenform. n

Bemerkung Man kann sogar zeigen, dass jede Matrix genau eine strenge Zei-
lenstufenform hat.
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Satz: Spaltenrang und Zeilenrang gleich Der Zeilenrang und der Spalten-
rang einer Matrix stimmen tiberein.

Diesen gemeinsamen Wert nennt man den Rang der Matriz. Beachten Sie:
Fiir jede Matriz A gilt auch Rang(A) = Rang(L,).

Beweis. Sei A € M(m x n, k) eine Matrix. Wir zeigen zunéchst
Zeilenrang(A) < Spaltenrang(A) .

Hieraus folgt die Gleichung Zeilenrang = Spaltenrang, denn die Ungleichung gilt
auch fiir die durch (AT);; = Aj; definierte transponierte Matrix AT € M(nxm, k):
und offensichtlich gelten Spaltenrang(A) = Zeilenrang(AT), Zeilenrang(A) =
Spaltenrang(AT).

Wendet man den Gauf-Algorithmus an, so erhélt man eine strenge Zeilenstu-
fenform A’ von A, d.h. A’ ist in strenger Zeilenstufenform und geht aus A durch
elementare Zeilenoperationen hervor. Nach Lemma 5.4 haben A, A" den gleichen
Zeilenrang und den gleichen Spaltenrang. Es reicht also zu zeigen: Zeilenrang <
Spaltenrang gilt fiir jede Matrix in strenger Zeilenstufenform.

Sei also A eine Matrix in strenger Zeilenstufenform. Seien A, ;,..., A, ; die
Pivotstellen, dann sind nur die ersten r Zeilen von A ungleich Null. Die ersten
r Zeilen spannen den Zeilenraum auf. Diese Zeilen sind auch linear unabhéngig:
ist >, Ai(ite Zeile) = 0, dann Y ;_; \;A;; = 0 fiir jedes j. Setzen wir j = j;, so
folgt A1 Ay j, = 0 wegen Zeilenstufenform, also Ay = 0. Also >, , A\;4;; = 0, und
J = jo fiithrt zu Ay = 0, usw. Somit betrégt der Zeilenrang r. Da die j;-te Spalte
der Standardbasisvektor e; € k™ ist fiir 1 < i < r, folgt Spaltenrang(A) > r =
Zeilenrang(A).

Letzter Teil: Die Gleichheit Rang(A) = Rang(L,) folgt aus Lemma 5.4. =

Lemma 5.7 Fine Matrix A € M, (k) ist genau dann invertierbar, wenn ihr
Rang m betrdgt. Jede invertierbare Matriz lisst sich als ein Produkt von FEle-
mentarmatrizen schreiben, d.h. als ein Produkt von den Matrizen, die im Beweis
des Lemmas 5.3 die elementaren Zeilenoperationen darstellen.

Beweis. Ist A invertierbar, so ist L4 ein Isomorphismus, denn L -1 ist die
Umkehrabbildung. Also ist L4 injektiv, und Kern(L4) hat Dimension 0. Nach
der Dimensionsformel ist dim Bild(L4) = m, also Rang(A) = m.

Ist umgekehrt Rang(A) = m, so ist L4 surjektiv, denn Bild(L4) C k™ und
beide haben die gleiche Dimension. Nach der Dimensionsformel folgt auflerdem
dimKern(L,) = 0, also L, ist auch injektiv, d.h. L4 ist ein Isomorphismus.
Nach Lemma 4.6 Teil a) hat die Umkehrabbildung die Gestalt Lp fiir eine Matrix
B € M,,(k). Dann LB = LaLg = 1d = Lg,, und analog LgA = Lg,,. Wegen
Teil ¢) des gleichen Lemmas ist dann AB = BA = E,,, d.h. A ist invertierbar.
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Sei A € M,,(k) invertierbar. Nach Lemma 5.3 und 5.6 gibt es Elementarma-
trizen Hy,...,Hy € M,,(k) derart, dass A’ := HyHy_1--- HyH; A eine strenge
Zeilenstufenform von A ist. Da A’ in Zeilenstufenform ist und

Anzahl(Zeilen) = Anzahl(Spalten) = Rang = m

gilt, muss jede Zeile und jede Spalte eine Pivotstelle enthalten, d.h. die Pivotstel-
len sind (i,14) fiir jedes 1 < i < m. Da A’ in strenger Zeilenstufenform ist, muss
die ite Spalte dann der i¢te Standardbasisvektor e; sein. Also A’ = E,,. Hieraus
folgt A= H;'Hy'--- Hy'  Hy'. Nach Lemma 5.3 ist auch jedes H; ' eine Ele-
mentarmatrix. n

Beispiel Um das Gleichungssystem

229 + 613 —4x4 — 325 =0
r1+ a9+ 43+ 25=0

T1— Tog — 203 +4x4 — 225 =0
L1+ 2209+ T3 — 224 + 25 =0

zu l6sen, fassen wir es als die Vektorengleichung

0 2 6 -4 —3 1 0
1 1 4 0 1 2 0
1 -1 -2 4 —2 7| = [0
1 2 7 —2 1 L4 0

Ty 0

auf. Nun wollen wir diese (4 x 5)-Matrix auf strenge Zeilenstufenform bringen.
Wir vertauschen die ersten beiden Zeilen, dann liegt die erste Pivotstelle in (1, 1).
Nachdem wir diese neue erste Zeile von den dritten und vierten Zeilen abgezogen
haben, hat die Matrix die Gestalt

11 4 0 1
0 2 6 -4 -3
0O -2 -6 4 -3
o 1 3 -2 0

Die zweite Pivotstelle liegt also bei (2,2). Wir teilen die zweite Zeile durch 2,
danach addieren wir sie zweimal zur dritten Zeile und ziehen sie von der vierten
Zeile ab:

114 0 1
013 -2 -3
000 0 -
o000 0 32



Die dritte Pivotstelle liegt also bei (3,5). Wir teilen die dritte Zeile durch —6,
damit der Pivot-Eintrag 1 betrégt. Dann ziehen wir das g—fache der dritten von
der vierten Zeile ab:

114 0 1
013 -2 -3
000 0 1
000 0 0

Die Matrix ist jetzt in Zeilenstufenform; das Gleichungssystem lautet jetzt

.T1—|—.§L’2+4.§C3+I5:0

3
ZL‘2+35L‘3—2$4—§I‘5:0
ZL’5:0
0=0

Die vierte Gleichung kann gestrichen werden. Jeder der ersten drei Gleichungen
fangt mit einer anderen Unbekannten an: x; bzw. x5 bzw. z5. Somit sind die
Werte von x3, x4 frei wahlbar, und die Werte von x1, zs, x5 sind eindeutig durch
die Werte von x3, x4 bestimmt:

Ty = 0
To = —31’3 + 21’4 + %l’{) = —31‘3 + 21‘4
T1 = —X9 —4x3 — x5 = 3r3 — 204 — 43 = —T3 — 214

Somit ist der Losungsraum {(—s — 2t,—3s + 2t,s,t,0) | s,r € k}. Eine Basis
erhalten wir, indem wir s = 1,# = 0 und s = 0,t = 1 setzen: die Losungen
(—1,-3,1,0,0) und (—2,2,0,1,0) bilden eine Basis des Losungsraums.
Alternativ hétten wir den GauB-Algorithmus bis zur strengen Zeilenstufen-
form durchfithren konnen. Zuerst ziehen wir die zweite von der ersten Zeile ab:

101 2 32
013 -2 -3
000 0 1
000 0 0

Dann ziehen wir das %—fache der dritten Zeile von der ersten Zeile ab, und addieren
das %—fache der dritten Zeile zur zweiten Zeile hinzu:

101 2 0
013 =20
000 0 1
000 0 0
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Die Matrix ist jetzt in strenger Zeilenstufenform, das Gleichungssystem lautet
jetzt

J]1+ZE3+2I4:0
To +3x3 — 224 =0

ZL’5:0

Klarer als zuvor ist jetzt zu erkennen: x3, x4 diirfen beliebig gewéhlt werden, und
es ist ¥y = —x3 — 214, x9 = —3x3 + 214, v5 = 0.

Bestimmung des Losungsraums

Zu Aufgabe 5.2: gesucht wird eine Basis des Losungsraums LR(A, 0). Nach Lem-
ma 5.6 konnen wir die Matrix auf strenge Zeilenstufenform bringen. Nachdem
man Nullzeilen gestrichen hat, bleiben r Gleichungen iibrig, fiir » = Anzahl der
Pivotstellen. Die ite Gleichung hat die Gestalt

Ty, = — Z AijZL'j .
J ﬂgglijz
Somit sind die x; derart, dass es keine Pivotstelle in der jten Spalte gibt, frei
wéhlbar; hiervon gibt es n —r Stiick. Die restlichen z; enstsprechen Pivotspalten
und sind eindeutig durch die Werte der freien Variablen festgelegt.

Fir 1 < i < n —r sei v; die Losung, die man erhélt, wenn man die ite frei
Variable gleich Eins und die restlichen freien Variablen gleich Null setzt. Durch ein
Komponentenvergleich sieht man dann, dass diese Losungen vy, ...,v,_, linear
unabhéngig sind. Wegen der Dimensionsformel stimmt die Anzahl der v; mit der
Dimension des Losungsraums iiberein. Also bilden vy, v, ..., v,_, eine Basis des
Losungsraums.

Jetzt behandeln wir Aufgabe 5.1. Wir wollen die Gleichung A -z = b 16sen. Nun,

A1
A2

Al =M+ 5%+ A5,
An

fiir §; = jte Spalte von A. Somit ist A -2 = b genau dann lésbar, wenn b € ™
eine Linearkombination der Spalten von A ist, d.h. wenn b im Spaltenraum von A
liegt. Bezeichnen wir mit (A[b) die erweiterte Matrix mit m Zeilen und n + 1
Spalten, die man erhélt, die man aus A erhélt, wenn man b als zusétzliche, letzte
Spalte hinzufiigt. Liegt b im Spaltenraum von A, so haben A und (A|b) den
gleichen Spaltenraum und -rang. Liegt b nicht im Spaltenraum von A, so ist der
Spaltenrang von (A|b) um eins grofer. Wir haben gezeigt:
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Lemma 5.8 Das Gleichungssystem A-x = b ist genau dann losbar, wenn A und
die erweiterte Matriz (A|b) den gleichen Rang haben. Den Rang dieser beiden
Matrizen kann man durch den Gaufischen Algorithmus berechnen. [

Beispiel Betrachten wir das Gleichungssystem

T+ 2o+ 23 =1
$2+I3:2
$1+2$2+2£{)3:2

11 1|1

Es ist A = ((ﬁi) und b = (é),also (Alp) =1 0 1 1 2). Bringen wir
1 2 2|2
1 1 1)1

diese Matrix auf Zeilenstufenform, so erhalten wir | 0 1 1| 2 , wobei die
00 0]-1

ersten drei Spalten eine Zeilenstufenform von A sind. Somit ist Rang(A) = 3,
Rang(A|b) = 4 und das Gleichungssystem ist unlésbar.
Dagegen ist das folgende Gleichungssystem losbar:

x1+a:2+x3:1
To + 13 = 2
(L‘1+21’2+21’3:3

1 171 1 1 1]1
Diesmal ist (A[b) = | 0 12 0 1 1|2 ] und
1 213 0 0 00

) mit Zeilenstufenform
0

1 . Dies entspricht dem Gleichungssy-
0

1

1

2
1
strenge Zeilenstufenform ( 0
0

o = O

stem

IL‘1:—]_

x2+a:3:2

Es gibt eine freie Variable: z3. Die Losungsmenge ist {(—1,2 —¢,t) | t € k}.
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6 Die Determinante

Jede quadratische Matrix A € M, (k) hat eine Determinante det(A) = |A| € k.

2 = ad — bc. Die Determinante hat einige Anwendungen,
insbesondere ist A genau dann invertierbar, wenn det(A) # 0 ist.

Definition Sei k ein Koérper und n > 1. Eine Abbildung A: M, (k) — k heifit
eine Determinantenfunktion, wenn folgende drei Bedingungen erfiillt sind:

(D1) A(A) ist n-fach multilinear in den Zeilen, d.h. fiir alle 1 <7 < n ist

Fir n = 2 gilt ’CCL

Al w+pw, ) =M., v ) F A, w ).
ite Zeile ite Zeile ite Zeile

(D2) A(A) ist alternierend: sind zwei Zeilen gleich, so ist A(A) = 0:

Al.., v ..., v ,...)=0.
( RN ;) N ;s 7 )
ite Zeile jte Zeile

(D3) Normierung: A(E,) = 1.

Spéter in Satz 6.3 werden wir zeigen, dass es genau eine Determinantenfunktion
gibt. Fiir die Berechnung der Determinante benutzt man Bedingungen (D1) —
(D3) sowie folgende weitere Eigenschaften:

Lemma 6.1 Sei A: M, (k) — k eine Determinantenfunktion. Dann:

(D4) Hat A eine Nullzeile, so ist A(A) = 0.
(D5) Determinantenfunktionen und elementare Zeilenoperationen:

Typ 1: Entsteht B aus A, indem man zwei Zeilen miteinander vertauscht,
so ist A(B) = —A(A).

Typ 2: Entsteht B aus A, indem man eine Zeile mit X\ # 0 multipliziert,
so ist A(B) = AMA(A).

Typ 3: Entsteht B aus A, indem man das \-fache der iten Zeile zur jten
Zeile addiert, so ist A(B) = A(A).

Beweis. (D4): Linearitdt (D1) in dieser Nullzeile.
(D5): Typ 2: Linearitét (D1) in dieser Zeile.  Typ 3: Wegen (D1), (D2) ist

Ao, v oo w+ A, ) =AC, v o, w )
Zeile i Zeile j Zeile 1 Zeile j
+AA( L, v v )
Zeile i Zeile j
=A(.., v ,..., w, ...)
Zeile i Zeile j
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Typ 1: Wegen (D1), (D2) und Typ 3 ist
0=A(..,v4+w,...,v+w,...)
~—— ~——

Zeile i Zeile j
=A(.., v ,...,v+w,...)0+AL.., w ,...,vF+w,...
( 7v7 PAR )7 ) ( 7\/7 7\ ,) )
Zeile 1 Zeile ‘7 Zeile 1 Zeile ]
=A(L.., v ,..., w ,..)+A(.., w ..., v ,...). [
( 3\ ) )\ ;) ) ( 3\ ) )\ ) )
Zeile 1 Zeile j Zeile i Zeile j

Jetzt fangen wir mit der Konstruktion der Determinante an. Sei A € M, (k)
und sei A eine Determinantenfunktion. Sei Z; € k™ die ite Zeile von A, also
Z; = Z;‘:l A;je;. Wegen Linearitdt in der ersten Zeile gilt

A(A) = A(Z17 Z27 Z?n ceey Zn) = ZAle(ej, ZQ, Zg, e Zn) .

j=1

Wegen Linearitdt in der zweiten Zeile gilt dann

A(A) - Z ZAle%A(ej? €, Z37 sy Zn) .

j=1 ¢=1

Verfahrt man so mit jeder Zeile, so erhélt man

A(A) = A1 payAa sy An s Alesm), €52 - €m)
!

wobei aufsummiert wird iiber alle Abbildungen f: {1,2,...,n} — {1,2,...,n}.
Ist f nicht injectiv, so ist A(efqa), efe), .-, €pm)) = 0 wegen (D2). Die injektive
Abbildungen f sind gleichzeitig surjektiv, und deswegen Permutationen € S,, =
Sym({1,...,n}). Esist also

A(A) - Z Al,a(l)AQ,a(Q) T An,a(n)A(eo(l)a 60(2)7 cee 7ea(n)) .
oc€Sn

Da o eine Bijektion ist, kommt jeder Standardbasisvektor e; genau einmal als e,
vor. Sei N (o) die Anzahl von Vertauschungen, die notig sind, um (eq, ..., e,) aus
(€s(1), - - - €a(n)) 20 machen. Dann

A(eg(l), N ,ea(n)) = (—1)N(U)A(61, PN ,en) = (—1)N(U) s
wegen (D5) Typ 2 und (D3). Also
A(A) = Z (_1)N(U)A10(1)A2o’(2) te Ano’(n) . (*)
O'ESn

Wir wollen (*) als die Definition der Determinante benutzen. Vorher untersu-
chen wir, inwiefern die Zahl N (o) oder zumindest (—1)V(?) eindeutig durch die
Permutation o definiert wird.
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Lemma 6.2 Das Vorzeichen (o) einer Permutation o € S, definiert man durch

a) Es st e(o) = (=1)V fiir

N = Anzahl der Paare i,j miti < j und o(i) > o(j).

b) Firo,7 €S, ist e(or) = e(0)e(T).

c) Ist o € S, eine Transposition, d.h. werden lediglich zwei Elemente ver-
tauscht, so ist e(o) = —1.

d) Jede Permutation o € S, lisst sich als ein Produkt von Transpositionen

schretben. Ldisst sich o als ein Produkt von N Transpositionen schreiben,
so ist e(o) = (—1)N.

Beweis.  a) Jedes Paar i < j kommt einmal als j —¢ im Nenner und einmal
als +(j — i) im Zéhler: + falls 07'(j) > o~'(i) und — sonst.

b) Es ist ”(j]).:;’(i) = ”(i)i:;(j), also hangt w nur vom ungeordneten Paar

1,7 ab. Nun,

5<‘”>:HM—H(":8§ ;(z))( <>—T<z>)
)
)~

J—1 J—1

1<J 1<J
_ (H TU—
i TU

und [];_; ”—(T’T)Z) = ¢(0), denn fiir jedes ungeeordnete Paar a,b kommt

a(b)—o(a)

~——— genau einmal im Produkt vor.

c) Es gibt also ¢ < j mit 0(i) = j, 0(j) = ¢ und o(¢) = ¢ sonst. Die Anzahl
der Paare in Teil a) ist also ungerade: das Paar i, j, sowie die beiden Paare
1,0 und ¢, j fiir jedes i < ¢ < j.

d) Der letzter Teil folgt aus ¢) und dem ersten Teil. Den ersten Teil zeigt man
per Induktion iiber n. Permutationen mit o(n) = n betrachten wir als Ele-
mente von S,,_;. Ist o(n) # n, so sei 7 die Transposition, die n und o~!(n)
vertauscht. Dann o’ := 077! € S,,_; und ¢ = ¢'7. Nach Induktionsannahme
lasst sich o’ als ein Produkt von Transpositionen schreiben.
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Satz 6.3 Sei k ein Korper undn > 1. Es gibt genau eine Determinantenfunktion
det: M, (k) — k. Diese wird gegeben durch

det(A) = Z 6(0-)"410(1)1420'(2) e Ana(n) .

oESy

Man schreibt auch |A] fir det(A).

Beweis. Wegen Lemma 6.2 ist £(c) das (—1)V(?) aus Gleichung (*). Die Uber-
legungen vor dieser Gleichung zeigen, dass det die einzige Moglichkeit fiir eine De-
terminantenfunktion ist. Andrerseits rechnet man nach, dass det die drei Bedinun-
gen erfiillt. ~ (D1) folgt aus der Definition von det.  (D3) Das Produkt der A;,
ist nur # 0 fiir 0 = Id, und ¢(Id) = +1.  (D2): Angenommen, Zeilen i, j sind
gleich fiir ¢ < j. Sei 7 die Transposition, die ¢, j vertauscht. Dann A;, Aj, = AipAjq,
weshalb fiir jedes o € .5, gilt ALO—(]_)AQ’O—(z) .- -Anyg(n) = A]_,O—T(]_)AQ,O—T(Q) - AmUT(n).
Diese beiden Summanden heben einander auf, denn deren Vorzeichen sind &(o)
und e(o7) = e(0)e(1) = —¢(0). "

Lemma 6.4 Zuziglich zu (D1) bis (D5) verfigt die Determinante det: M, (k) —
k auch tiber die folgenden Figenschaften:

(D6) Hat die Matriz A obere Dreiecksgestalt, d.h. ist A;; =0 fir all i > j, wie
1234

2.B.in | §323 ) der Fall, dann ist det(A) das Produkt der Eintrige auf
0001

der Hauptdiagonale: det(A) = [[i_; Ay = A11Ass -+ Apn.

D7) Ist A eine Blockmatrix mit der Gestalt A = B O , wobei die Matrizen
0 D

B, D quadratisch sind, so ist det(A) = det(B)det(D).

(D8) Es ist det(A) # 0 genau dann, wenn Rang(A) = n ist, d.h. genau dann,
wenn A invertierbar ist.

(D9) Produktregel: Fir Matrizen A, B € M, (k) ist det(AB) = det(A) det(B).

(D10) Fiir die durch (A");; = Aj; definierte transponierte Matriz AT € M, (k)
gilt det(AT) = det(A).

(D11) FEigenschaften (D1), (D2), (D4) und (D5) gelten auch fir Spalten und
Spaltenoperationen.

Beweis. (D6): Ist Ay ;1)A20(2) ** Anom) 7# 0, dann ist o(i) > i fiir alle 1 <
1 < n. Da o eine Bijektion ist, geht dies nur fiir ¢ = Id, mit Vorzeichen +1.

(D7): Sei B € M, (k) und D € My(k), mit r + s = n. Es ist A;; = 0 falls
i >rund j <1 Ist Ay pa)Aoe@)  Anow) # 0, dann o(i) > r fir alle i > r,
und deshalb o(i) < r fiir alle ¢ < r. Das heifit, 0 = ¢’¢” fiir Permutationen
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o' € Sym({1,...,r}) und 0” € Sym({r +1,...,n}). AuBlerdem ist A;; = B;; fiir
1 <i,5 <r,weshalb Ajprj) = Bigr) fiir i <ryund Ay oy = Dy fiir 1 <4, 5 < s,
weshalb A;priy = Di_pri—p) fiir 1 < i < s, wobei 7 € Sym({1,...,s}) durch
7(i) +r = 0" (i + r) definiert wird. Also

det(A) = Y Y e(0")e(7)Bioty -+ Bror(ryDirt) - - Dir(s) = det(B) det(D) .

o’eS, o'€S;

(D8): Durch Zeilenoperationen bringt der Gau-Algorithmus jede Matrix auf
Zeilenstufenform. (D5) beschreibt die Auswirkung dieser Operationen auf det(A),
insbesondere bleibt det(A) entweder = 0 oder # 0. Ist Rang(A) < n, so hat die
Zeilenstufenform mindestens eine Nullzeile, also det(A) = 0 wegen (D4). Matrizen
in Zeilenstufenform haben obere Dreiecksgestalt. Ist Rang(A) = n, so gibt es
n Pivotstellen, die alle auf der Hauptdiagonale liegen — d.h. jede (,7)-Stelle ist
eine Pivotstelle. Wegen (D6) ist det(A) das Produkt der Pivot-Eintrége, die ja
alle # 0 sind. Also det(A) # 0.

(D9): Es ist Rang(A) = dim Bild(L4) und Lag = La o Lg, also Bild(L4p) C
Bild(L,). Deshalb: ist Rang(A) < n, dann Rang(AB) < n, also det(A), det(AB)
sind beide = 0 wegen (D8). Ist Rang(A) = n, so gibt es nach Lemma 5.7 Ele-
mentarmatrizen Hyq,...,H, € M,(k) mit A = H.H, ;--- H;. Eine Matrix H
heifit eine Elementarmatrix, wenn Linksmultiplikation C' — HC' eine elementa-
re Zeilenoperation bewirkt, vgl. Lemma 5.3. Mit C' = E,, sieht man, dass jede
Elementarmatrix entsteht, indem man die entsprechende Zeilenoperation auf der
Einheitsmatrix £, anwendet. Nun, det(£,) = 1, und (D5) besagt, dass jede
Zeilenoperation det(C') mit einem Skalar multipliziert, die nur von der Zeilenope-
ration abhéngig ist, nicht von C' selbst. Das heifit, det(HC') = det(H) det(C') gilt
fiir Elementarmatrizen H. Wendet man diese Gleichung wiederholt an, so erhélt
man det(AC) = det(H,)det(H,_1)---det(H;)det(C). Mit C' = E,, erhélt man
det(A) = det(H,)det(H,_1)---det(H;). Mit C = B erhélt man also det(AB) =
det(A) det(B).

(D10) Es ist det(AT) = 3 .o €(0)As1)140(2)2 " As(n)m- Ordnet man die

Reihenfolge in den Produkten um, so erhélt man

det(AT) = Z E(U)A17U—1(1)A27O——1(2) s Anp—l(n)

O'GSn

= (0 A1) Aser) - Anom) -

gESy

Dies ist aber det(A), denn e(c7!) = (o), wegen e(0)e(c™!) = g(Id) = 1.
(D11) Es ist det(A) = det(A”). Spalten bzw. Spaltenoperationen fiir A ent-
sprechen Zeilen bzw. Zeilenoperationen fiir A”. [

Berechnung der Determinante Sei A eine Matrix. Durch elementare Zei-
lenoperationen konnen wir A auf Zeilenstufenform bringen. Zeilenstufenformen
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haben obere Dreiecksgestalt, also konnen wir wegen (D6) die Determinante der
Zeilenstufenform berechnen. Dann erlaubt uns (D5), die Determinante der ur-
spriinglichen Matrix zu berechnen.

1234
Beispiel Wir berechnen die Determinante |A| der Matrix A = (g 3 Sﬁ).
0-13 2
Es ist
1 2 3 1 2 3 4
5 4 6 1 0 -1 3 2 .
S 3 9 1= ls 3 92 _1 (Zeilen 2 und 4 vertauscht)
0 —1 3 2 5 4 6 1
1 2 3 4
_ (0 -1 3 2 1. Zeile 8mal von der 3. und
|0 =13 —22 -33 Smal von der 4. abgezogen
0 -6 -9 -19
1 2 3 4
_ 0 -1 3 2 2. Zeile 13mal von der 3. und
0 0 —61 -59 6mal von der 4. abgezogen
0 —27 =31
1 3 4
_ 10 -1 3 2 3. Zeile %Imal von der 4. ab-
0 0 —-61 -39 gezogen
208
0 O 0 —%7
298

Laplace-Entwicklung

Satz 6.5 Sei k ein Korper und A € M, (k) eine quadratische Matriz. Firi,j €
{1,2,...,n} werden wir mit A(i,j) die Matriz in M, (k) bezeichnen, die ent-
steht, wenn man die ite Zeile und jte Spalte von A wegstreicht. Es ist dann:

a) (Laplace-Entwicklung nach der iten Zeile)
Fiir jedes 1 <1i <mn gilt det(A) = >"" | (—=1)"" A;; det(A(i, 7)).

Jj=1

b) (Laplace-Entwicklung nach der jten Spalte)
Fiir jedes 1 < j <n gilt det(A) = D7 (—1)" A;; det(A(4, 7).

Beweis. Zu b): Nach Satz 6.3 reicht es nachzuweisen, dass die rechte Seite der
Gleichung die Bedingungen (D1), (D2) und (D3) erfillt.  (D1), d.h. Linearitét
in der ipten Zeile: Fiir i = 7y héngt A;; linear von der igten Zeile ab, und
Al(ig, j) héingt gar nicht von dieser Zeile ab. Fiir ¢ # iy ist es umgekehrt: A;; bzw.
det A(i, j) héngt gar nicht bzw. linear von der ipten Zeile ab.  (D3) Es ist A;; =
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d;j, fir @ # j ist dies 0. Also nur der Summand 7 = j zdhlt. Dieser Summand ist
(=1)¥ det A(j,7) =1, denn A(j,j) = E,_1. (D2) Angenommen Zeilen a, b sind
gleich, mit a < b. Fiir i # a, b ist det A(7, 7) = 0 wegen (D2). Also

Rechte Seite = (—1)*™ A,; det A(a, 7) + (—1)""7 A,; det A(b, 5) .

Es ist A,; = A,j. Die ate Zeile v € k"' von A(b, j) ist die wiederholte Zeile,
mit der jten Eintrag gestrichen. Die Matrix A(a, j) ist gleich, aufler man hat v
solange nach unten an die anderen Zeilen vorbeigeschoben, bis v zur (b — 1)ten

Zeile wird. Hierfiir wird v sukzessiv mit jeder der b — 1 — a dazwischen liegenden
Zeilen vertauscht, also det A(b, j) = (—1)*"1=%det A(a, j). Also

Rechte Seite = (—1)*™ A,; det A(a, j) + (—1)"7 A,;(=1)""* ! det A(a,j) =0,

a) Folgt aus Teil b) und (D10). =

Die Determinante eines Endomorphismus

Definition Sei V' ein k-Vektorraum. Ein Endomorphismus von V ist eine li-
neare Abbildung f: V — V.

Lemma 6.6 Se: f ein Endomorphismus des n-dimensionalen Vektorraums V.
Fiir jede Basis B = by,...,b, von V nimmt det( gMpg(f)) den gleichen Wert.
Diesen gemeinsamen Wert nennt man die Determinante det(f) des Endomor-
phismus f.

Beweis. Sei C' = cq,...,c, eine weitere Basis. Teil b) von Lemma 4.7 besagt:

esist cMp(g) sMc(f) = sMp(gf). Also cMc(f) = pMc(1d) pMp(f) cMp(1d),
und auflerdem ist pMc(Id) cMp(Id) = ¢M¢e(Id) = E,. Nach der Produktregel
(D9) ist also

det CMc(f) = det BM@(Id) det CMB(Id) det BMB(f)
= det En det BMB(f) = det BMB(f) . |
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7 Eigenwerte und Eigenvektoren

Definition Sei ¢: V' — V ein Endomorphismus des k-Vektorraums ¢. Gibt es
einen Vektor 0 # v € V und ein Skalar A € k derart, dass ¢(v) = v gilt, so heifit
v ein Eigenvektor von ¢ mit Figenwert .

Im wichtigen Fall V' = k™ ldsst sich ¢ durch eine Matrix A € M, (k) aus-
driicken. Dann heifit 0 # v € k™ ein Eigenvektor von A mit Eigenwert A, falls
A-v =)\ gilt.

Bemerkung Laut obiger Definition ist der Nullvektor kein Eigenvektor. Mit
v =0 gilt ¢(v) = v fiir jeden Wert von A. Dies bedeutet aber nicht, dass jeder
Wert von A ein Eigenwert ist.

2 -1
3 =2
unter anderen (}) mit Eigenwert 1 und () mit Eigenwert —1: denn es ist

G200 626)-6)

Beispiele  a) Zu den Eigenvektoren von A = ( ) € M5(R) gehoren

b) Wegen
1 2 2 4 0
0 -1 1 1] =10
-1 1 =5 -1 0
4 1 2 2
ist | —1 | ein Eigenvektor von [ 0 —1 1 | mit Eigenwert 0.
-1 -1 1 =5

c) Die Zuordnung f(z) — f"(z) (zweite Ableitung) ist ein Endomorphismus
des R-Vektorraums C*°(R) aller beliebig oft stetig differenzierbarer Funk-
tionen auf R. Es ist sin”(z) = —sin(z) und cos”(z) = — cos(x). Deshalb
sind die Sinus- und Kosinusfunktionen zwei Eigenvektoren der zweiten Ab-
leitung, jeweils mit Eigenwert —1.

d) Die Zahl 2 ist kein Eigenwert der Matrix A = ({3) € M(R), denn wére
v = (¢) ein Eigenvektor, so miisste

b 36)-G)

gelten, d.h. a + 2b = 2a und 3b = 2b, woraus folgt « = b = 0. Aber der
Nullvektor gilt nicht als Eigenvektor.
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0 -1
1

e) Als Element von My(R) hat A = 0
A (%), dann —y = Az und x = Ay, also (\*+1)x = 0, also z = 0 und y = 0.

keine Eigenwerte: ist A () =

Arbeitet man stattdessen iiber C, so ist ({) ein Eigenvektor mit Eigenwert 1.

Bezeichnung Ist A € k ein Eigenwert des Endomorphismus ¢ von V', so nennt
man

Ex(¢) :={v eV |o(v) = Iv}

den Figenraum von ¢ zum Eigenwert \. Analog definiert man den Eigenraum
E\(A) einer Matrix A € M, (k).

Lemma 7.1 a) A € k ist genau dann ein Eigenwert von A € M,(k), wenn
die Matriz A — AE,, singular ist, d.h. vom Rang < n.

b) Der Eigenraum E\(¢) eines Endomorphismus ¢ von V ist ein Unterraum
von V.

Beweis. a) Sei B = A — AE,. Fir v € k™ ist A-v = Av genau dann,
wenn B - v = 0. Die Eigenvektoren von A mit Eigenwert A sind somit die
Vektoren # 0 im Nullraum von B, d.h. im Kern von Lg. Es gibt also genau
dann Eigenvektoren zu diesem Eigenwert, wenn dim Kern(Lg) > 0 ist. Laut
Dimensionsformel ist dies genau dann der Fall, wenn dim Bild(Lg) < n ist,
d.h. wenn Rang(B) < n ist.

b) Auch wenn er kein Eigenvektor ist, liegt der Nullvektor doch im Eigenraum.
Wie gerade gesehen, ist der Eigenraum F)(¢) der Kern des Endomorphis-
mus ¢ — AId. Kerne sind Unterrdume.

Das charakteristische Polynom

Eine hdufige Aufgabe besteht darin, die Eigenwerte und Eigenvektoren einer vor-
gegebenen Matrix zu bestimmen. Hierfiir benutzt man das sog. charakteristische
Polynom der Matrix.

Definition Sei k ein Korper und A € M, (k) eine quadratische Matrix. Das
charakteristische Polynom pa(X) ist das Polynom det(X E,, — A) mit einer Va-
riable X und mit Koeffizienten aus k.

2 -1

Beispiel Fiir die Matrix A = <3 o

) € My(R) gilt

1

pa(X) = ‘X__?)Q X+2’ =(X-2)(X+2)—(+1)(-3)=X?—4+3=X>—1.
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Satz 7.2 Das charakteristische Polynom pa(X) ist normiert® und vom Grad n.
Die FEigenwerte der Matriz A sind genau die Nullstellen des charakteristischen
Polynoms. Hiervon gibt es héchstens n Stiick.

Fiir den Beweis des Satzes benotigen wir ein Ergebnis iiber Polynome.

Lemma 7.3 Sei k ein Korper und f(X) = a, X" + A XV b ap X? +
a1 X + ag ein Polynom mit Koeffizienten aus k.

a) Sei A € k. Es ist f(\) = 0 genau dann, wenn das Polynom f(X) durch
X — A\ teilbar ist.

b) Ist n der Grad von f # 0, so hat f hochstens n verschiedene Nullstellen
n k.

Beweis des Lemmas. Beide Teile werden per Induktion tiber den Grad n von
f gezeigt. Das Nullpolynom f(X) = 0 hat Grad —ooc.

a) Ist f(X) = (X—=A)g(X) fiir ein Polynom ¢(X), so ist offenbar f(A) = 0. Die
andere Implikation wollen wir jetzt zeigen. Induktionsanfang n = 0: Unter
den Polynomen f(X) = ag vom Grad hochstens 0 hat nur das Nullpolynom
f(X) = 0 eine Nullstelle in A\. Das Nullpolynom ist durch X — A teilbar:
0=(X—X)-0.

Induktionsschritt: Es ist f = a, X" + ap1 X" ! + --- + o vom Grad
hochstens n > 1. Wir setzen voraus f(A) = 0 und miissen zeigen, dass
f(X) durch X — X teilbar ist. Sei f/(X) = f(X)—a, X" (X — \), dann ist
auch f'(A) = 0. Aber f'(X) = (ap—1+Aap) X" +a, 2 X" 2+ -+ X +ap
hat Grad hochstens n — 1. Nach der Induktionsannahme ist f/(X) durch
X — ) teilbar: es gibt ein Polynom ¢/(X) mit f'(X) = (X — A)¢’(X). Dann
ist f(X)=(X—MN)g(X) fir g(X) = a, X" + ¢'(X).

b) Induktionsanfang n = 0: ein Polynom f(X) = a¢ mit ay # 0 ist konstant
und hat keine Nullstellen.  Induktionsschritt: Hat f vom Grad n eine
Nullstelle in A, so gibt es nach a) ein Polynom ¢(X) mit f(X) = (X —
A)g(X). Nun, der Grad von g muss n — 1 sein, also hat g hochstens n —
1 Nullstellen. Aber jede Nullstelle von f(X) ist entweder eine Nullstelle
von g(X), oder eine Nullstelle von X — A, d.h. \. n

Beweis des Satzes. Sei C' die Matrix XFE,, — A.  Normiert vom Grad n:
Fir o = Id ist E(O') = +1 und 011022"'07171 = (X — All)(X — AQQ)(X —
Apn) = X™ + Terme vom Grad < n — 1. Fiir alle weiteren Permutationen o €
Sy, ist o(i) # ¢ fiir mindestens zwei i, weshalb hochstens n — 2 Faktoren von
Cio(1) " Chom) der Art X — Ay sind, die restlichen sind —A;;. Jeder weitere

9Das heift, der fithrende Koeffizient betrigt 1.
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Summand in det(C) hat also Grad héchstens n — 2 als Polynom in X. Damit hat
die Determinante Grad n, und die Koeffizienten von X" und von X" ! sind die
Koeffizienten in (X — Aq;)(X — Ag) -+ (X — A,y). Der Koeffizient von X™ ist
also 1.

Wegen Lemma 7.1 Teil a) sind die Eigenwerte genau die Nullstellen des cha-
rakteristischen Polynoms. Wegen Lemma 7.3 Teil b) gibt es hochstens n Nullstel-
len. [

Bezeichnung Die Spur einer quadratischen Matrix A € M, (k) ist per Defini-
tion die Summe der Diagonaleintrége:

Spur(A) = Z A
i=1

Lemma 7.4 Sei A € M, (k) eine quadratische Matriz. Der Koeffizient von X™!
im charakteristischen Polynom pa(X) ist — Spur(A). Das Absolutglied von pa(X)
betrigt (—1)" det(A).

Beweis. Nach dem Beweis von Satz 7.2 stimmt der Koeffizient von X"~ in
pa(X) mit seinem Koeflizient in [, (X — A;;) iiberein. Dieser Koeffizient ist
—(An + Ag + -+ App).

Das Absolutglied ist p4(0), d.h. det(—A). Nach Linearitit in den Zeilen ist
det(—A) = (—1)"det(A). =

Beispiel Die Matrix ($2) hat Spur 3+ 7 = 10 und Determinante 3-7—4-1 =
17. Nach dem Lemma betrigt das charakteristische Polynom also X2 — 10X +17.
Tatséchlich ist

X-3 -4
-1 X-7

(-3 =T = (-0 (-1
= (X?-10X +21) —4=X* - 10X +17.

Lemma 7.5 Sei V' ein n-dimensionaler k-Vektorraum, und sei ¢ ein Endomor-
phismus von V. Dann:

a) Fir jede Basis B von V' hat die Matriz gMpg(¢) das gleiche charakteristi-
sche Polynom. Dieses Polynom nennt man das charakteristische Polynom
ps(X) des Endomorphismus ¢.

b) Die Eigenwerte von ¢ sind genau die Nullstellen von ps(X).

c) Fir jede Basis B von V' hat die Matriz gMp(¢) die gleiche Spur. Diesen
gemeinsamen Wert nennt man die Spur Spur(¢) des Endomorphismus ¢.
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Beweis.  a) Seien B,C zwei Basen von V. Sei R = gMp(¢), S = «Mc(9)
und T = pMc(Id). Nach dem Beweis von Lemma 6.6 ist S = TRT !,
weshalb XE,, — S = T(XE, — R)T~'. Aufgrund der Produktregel haben
somit X F, —S und X E,, — R die gleiche Determinante, d.h. R und S haben
das gleiche charakteristische Polynom.

b) A ist genau dann ein Eigenwert von ¢, wenn es ein Eigenwert von gpMp(¢)
ist. Also folgt das Ergebnis aus Satz 7.2.

c) Folgt aus Teil a) und Lemma 7.4.

Summen von Eigenridume sind direkt

Lemma 7.6 Sei A € M, (k). Seien \i,...,\. einige paarweise verschiedene Ei-
genwerte von A. Dann ist die Summe Ey, (A)+---+ E), (A) eine direkte Summe
By (4)@ -+ & By, (A).

Anders gesagt ldsst sich jedes v € k™ auf hochstens eine Weise als v = vy +
o« 4 v, schreiben mit A - v; = N\, fir jedes 1 < i <.

Beweis. Istv =vi+---+v, = w1+ -+w, mit A-v; = \;v; und A-w; = \w;,
dann
O=wup+---+u, (*)

mit A - u; = \u; fiir alle 7, wobei u; = v; — w;. Wir zeigen jetzt per Induktion
tiber r, dass u; = 0 gilt fur alle 4. Der Induktionsanfang (der Fall r = 1) ist klar,
also kommen wir zum Induktionsschritt. Hierfiir wenden wir A — \, E,, auf beiden
Seiten der Gleichung (*) an. Es ist (A — A\ E,,) - u; = (A — Ay, also

0= ()\1 — )\r)ul + -+ ()\7»_1 - )\r)ur_l .

Nach der Induktionsannahme ist (A\; — A, )u; = 0 fiir alle 1 < ¢ < r — 1. Da die \;
paarweise verschieden sind, ist \; — A, # 0 fiir ¢« < r — 1, also u; = 0 fiir alle
1 <i<r—1.Aus (*) folgt jetzt u, = 0. =

Diagonalisierbarkeit

Definition Eine Matrix A € M, (k) heiit eine Diagonalmatriz, falls A;; = 0
gilt fiir alle ¢ # j, d.h. falls alle Eintrage # 0 auf der Hauptdiagonale liegen.

Ein Endomorphismus ¢ eines k-Vektorraums V' heifit diagonalisierbar, wenn
es eine Basis B von V' gibt derart, dass pMpg(¢) eine Diagonalmatrix ist.

Eine Matrix A € M, (k) heiit diagonalisierbar, wenn es zu einer Diagonalma-
trix dhnlich ist, d.h. wenn es eine invertierbare Matrix 7" € M, (k) gibt derart,
dass TAT~! eine Diagonalmatrix ist.

Aquivalente Formulierung: Ein Endomorphismus oder eine Matrix heiBt dia-
gonalisierbar, wenn es eine Basis gibt, die aus lauter Eigenvektoren besteht.
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Beispiele  a) Die Matrix A = (§3) aus My(R) ist diagonalisierbar. Einer-
seits gibt es eine Basis (), (1) fiir R?, die aus Eigenvektoren besteht (Ei-
genwert 1 bzw. 2). Andrerseits ist 7' = (} 1) invertierbar mit 7! = (§ 1),
und T7'AT = (}9), eine Diagonalmatrix.

. . 3 —1
b) Die Matrix B = (4 1

charakteristische Polynom ist X? —2X +1 = (X —1)?, d.h. 1 ist der einzige
Eigenwert — und der Eigenraum F;(B) ist eindimensional, mit Basis (1).

Es gibt also keine Basis, die aus Eigenvektoren besteht.

aus M,(R) ist nicht diagonalisierbar, denn das

Lemma 7.7 Gibt es n verschiedene Eigenwerte der Matriz A € M, (k), so ist A
diagonalisierbar.

Beweis. Seien Aq,...,\, diese Eigenwerte. Jede Eigenraum FE,,(A) hat eine
Basis aus Eigenvektoren. Somit hat auch die Summe U := E), (A) + - E,, (A)
eine Basis aus Eigenvektoren.

Nach Lemma 7.6 ist U die direkte Summe dieser Eigenrdume. Somit ist
dim(U) die Summe der Dimensionen der Eigenrdume — s. hierzu Ubungsserie 7,
Aufgabe 7. Jeder Eigenraum hat Dimension mindestens 1. Also dim(U) > n, d.h.
U = k™ und es gibt fiir " eine Basis von Eigenvektoren. [

Beispiel Die Matrix C' = < 0 1) hat charakteristisches Polynom X?2 4 1.

-1 0
Uber R hat das Polynom keine Nullstellen, also gibt es keine Eigenwerte, und die
Matrix ist nicht diagonalisierbar.

Dagegen ist die Matrix diagonalisierbar {iber C, und zwar &hnlich zur Diago-
nalmatrix (é _Ol . Denn das charakteristisches Polynom hat Nullstellen 7, —i.
Jetzt wendet man Lemma 7.7 an.
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8 Skalarprodukte und der Spektralsatz

Fiir Vektoren v = (v1,v2, v3) und (wy, we, w3) des R?* wird das Skalaprodukt v e w
oder (v, w) gegeben durch

(v, W) = Vywy + Vowsy + V3Wws .
Die Lénge ||v]| des Vektors v ist gegeben durch ||v|| = 1/ (v, v), und es gilt
(v, w) = [v[| - lwl] - cos(8) ,

wobei 6 der Winkel zwischen den Vektoren v, w ist. Wir verallgemeinern jetzt den
Begrift Skalarprodukt.

Definition Sei V' ein R-Vektorraum. Ein Skalarprodukt auf V ist eine Abbil-
dung (,): V xV =R, (v,w) — (v,w), die die folgenden Bedingungen erfiillt:

a) (,) ist bilinear, d.h. (Au + pv,w) = XN u, w) + p(v, w) sowie (u, \v + pw) =
AMu, v) + plu, w) fiir alle u,v,w € V, A\, u € R.

b) (,) ist symmetrisch, d.h. (v,w) = (w,v) fir alle v, w.
c) (,) ist positiv definit, d.h. (v,v) > 0 fiir alle v # 0.

Ein euklidischer Raum (V,(,)) besteht aus einem R-Vektorraum V' zusammen
mit einem Skalarprodukt (,) auf V.

Beispiele  a) Zusammen mit dem sog. Standardskalarprodukt

(1,00, @0)s (Y1, Y, Yn)) o= T11 + Toys + -+ Tl = ) il
=1

ist R" ein euklidischer Raum.
b) Ein weiteres Skalarprodukt auf R? ist {(z,y), (¢/,y)) := z2’ + 2yy/.

c) Dagegen ist ((z,y), (2/,v)) := xa'—2xy' —22'y+yy' kein Skalarprodukt: Bi-
linearitdt und Symmetrie sind schon gegeben, ferner ist (e1, e1) = (ea, e2) =
1 > 0. Aber ((1,1),(1,1)) =1 —-2—-2+1 = -2 < 0, d.h. (,) ist nicht
positiv definit.

d) In der speziellen Relitivitétstheorie setzt man ||(x,y, 2, t)||* = 2 +y* + 22 —
c2t2. Auch dies ist nicht positiv definit.

Definition Sei V' ein C-Vektorraum. Ein Skalarprodukt auf V' ist eine Abbil-
dung (,): VxV — C, (v,w) — (v,w), die die folgenden Bedingungen erfiillt:
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a) (,) ist sesquilinear, d.h. (u,v) ist linear in u und antilinear in v, d.-h. (du+
pu,w) = Mu, w) + p{v, w) sowie (u, \v + pw) = Au, v) + a{u,w) fir alle
u,v,w eV, A\ ueR.

b) Esist (v,w) = (w,v) fir alle v, w. Beachten Sie: (v,v) ist dann immer
reel, denn (v,v) = (v,v). Sind a) und b) erfiillt, so heifit (,) hermitesch.

c) (,) ist positiv definit, d.h. die reelle Zahl (v, v) ist > 0 fiir alle v # 0.

Ein wunitdrer Raum (V,(,)) besteht aus einem C-Vektorraum V' zusammen mit
einem Skalarprodukt (,) auf V.

Beispiele  a) Zusammen mit dem sog. Standardskalarprodukt

((z1,29, ..y 2n), (W1, W, . .. Wy)) = 21W1 + 29Wa + -+ - + 2, W, = Zziwi
i=1

ist C" ein euklidischer Raum.

b) Dagegen ist (z,w) = 2w kein Skalarprodukt auf C, denn (1,i) =i # (i,1) =
1= —1.

c) Ist (V,(,)) ein unitédrer Raum und U C V ein Unterraum, so ist auch (U, (, ))
ein unitdrer Raum. Das gleiche gilt fiir euklidische Raume.

Bemerkung Ist (u,v) linear in w und symmetrisch, so ist es automatisch bi-
linear. Ist (u,v) linear in w und erfiillt (u,v) = (v,u), so ist es automatisch
sesquilinear. Begriindung fiir die zweite Aussage:

(u, Ao 4 pw) = (A + pw, u) = i\(v, u) + p{w, u)

=X (v,u)+[-

w,u) = Mu,v) + filu, w) .

—~

Orthonormalisierung

Definition Sei (V,(,)) ein euklidischer bzw. unitérer Raum.

a) Seien u,v € V. Gilt (u,v) = 0, so sagt man, dass u, v senkrecht aufeinander
stehen. Bezeichnung: u 1 v. Beachten Sie: Da (,) symmetrisch bzw. hermi-
tesch ist, gilt (u,v) = 0 genau dann, wenn (v, u) = 0 gilt. Das heif}t, es ist
u L v genau dann, wenn v L u.

b) Ein System vq,...,v, von Vektoren in V heifit orthogonal, wenn v; L v,
gilt fiir alle ¢ # j. Gilt auflerdem (v;, v;) = 1 fiir alle 7, so heifit das System
orthonormal.

Beispiele In R3 gelten u.a.
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a) (17 27 4) 1 (27 17 _1) und (17 37 1) 7‘K (27 17 _1)
b) (1,1,1),(—1,2,0),(0,0,0) ist ein orthogonales System.
c) (1,0,0), (0, \/Lé, \%) ist ein orthonormales System.
In R™ und in C" ist die Standardbasis eq, s, ..., e, eine orthonormales System.

Orthonormalisierungssatz Jeder endlich dimensionaler euklidischer bzw. uni-
tarer Raum besitzt mindestens eine Orthonormalbasis, d.h. eine Basis, die gleich-
zeitig ein orthonormales System ist. Jedes orthonormale System kann zu einer
Basis fortgesetzt werden.

Beweis. Sei (V,(,)) ein solcher Raum. Ob V' euklidisch oder unitér ist, fiir
jeden Vektor v und Skalar A gilt (v, Av) = |A]? (v, v).
Induktionsbeweis iiber n = dim V. Sei uq, ..., u, eine Basis von V. Sei v; =

< L >u1. Dann (vy,v1) = 1. Fiir 2 <14 < n sei u, = u; — (u;, v1)v;. Dann
u1,u1

(uj, v1) = (u; — (uz, v1)vy,v1) = (w, v1) — (ug,v1) - (v, v1) =0, da (vy,v1) = 1.

Also uw; L v fur alle 2 < ¢ < n. Auerdem ist vy, u), us, ..., u, eine Basis
von V. Nach Induktionsannahme kann man aus uj,...,u], eine Orthonormal-
basis vy, ..., v, fiir den (n—1)-dimensionalen Unterraum U := Spann(u, ..., u})
machen. Fiir 2 < ¢ < n ist v; eine Linearkombination von u),...,u,, weshalb
(v;,v1) = 0 ist — wegen Linearitdt von (u,v) in w. Induktionsanfang n = 0: die
leere Menge ist eine Orthonormalbasis.

Letzter Teil: Jedes orthonormale System wui,...,u, ist linear unabhéngig,
denn: ist »";_, \ju; = 0, so nimmt man das Skalarprodukt mit u; und erhilt
Sor_y Aiug, uj) = 0. Wegen Orthonormalitét ist (u;, u;) = d;5, also A\; = 0. Dies
kann man fiir jedes 7 machen.

Man setzt dann das orthonormale System wq, ..., u, zu einer Basis uy, ..., u,
von V fort und wendet dann das obige Verfahren an, um eine Orthonormalbasis
v1,...,V, zu erhalten. Da wuy,...,u, orthonormal sind, ist v; = uy und w, = w;
fiir 2 <7 <r. Es folgt per Induktion, dass v; = u; fiir i <r. n

Das Orthonormalisierungsverfahren nach Gram—Schmidt Die Beweis-
methode des Satzes ist konstruktiv. Hier ist eine leicht geéinderte Fassung, die
sich fiir konkrete Berechnungen eignet.

Input: Ein euklidischer bzw. unitirer Raum (V(,)) und eine Basis uq, ..., u,
von V.

Output: Eine orthonormale Basis vy, ..., v, von V. Sind u4, ..., u, orthonormal,
so ist v; = u,; fir ¢ <r.
Zuerst wird eine orthogonale Basis wy, . . ., w, berechnet, am Ende wird dies
normalisiert.
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1. Schritt: w; = u; setzen und (wy, w;) berechnen.

2. Schritt: wy = ug — %wl setzen und (wsq, wy) berechnen.

1. Schritt: Fiir 3 <4 < n setzt man

i—1
UZ,U}J
w

= J’wj
und berechnet (w;, w;).

1

3/ (wi,wi) Wi

Bemerkungen  a) Man kann auch v; sofort nach Berechnung von w; berech-
i—1 . Lo
nen, dann setzt man w; = u; — Y i, (u;, v;)v;. Einerseits eine einfachere

Formel, anderseits muss man bereits sehr frith mit Quadratwurzeln rechen.

Letzter Schritt: Fiir jedes 1 < i < n setzt man v; =

b) Ersetzt man (u;, w;) durch (w;, u;), so funktioniert die Methode im unitéren
Fall nicht. Im euklidischen Fall gibt es keine Unterschied.

¢) Per Induktion sieht man, dass w; in Spann(us, ..., ;) liegt, und dass die
Vektoren uy, . .., u; in Spann(wy, . .., w;) liegen. Somit sind wy, . .., w; linear
unabhéngig.

d) Nach Konstruktion von w; gilt (w;,w;) = 0 fiir alle j < 4. Das System
wi, ..., w, ist also eine orthogonale Basis, und das Verfahren funktioniert.

Beispiel Sei V C R* der Losungsraum der Gleichung z + 2o + x5 + x4 = 0,
ein euklidischer Raum beziiglich des Standardskalarprodukts auf R*. Wir kon-
struieren eine Orthonormalbasis von V.

Hierzu wéhlen wir eine Basis u; = (1,—1,0,0), us = (1,0,—1,0), uz =
(1,0,0,—1) von V. Zuerst setzen wir w; = wuy, also wy = (1,—1,0,0) und
(wy,wy) = 2. Jetzt setzen wir wy = uy — %wl, d.h. we = uy — %wl =

(%,% —1 0) Um vorerst Briiche zu vermeiden, multiplizieren wir mit 2, also
=(1,1,—2,0) und (ws, ws) = 6. Man beachte, dass w; L wy tatsichlich gilt.
Nun setzen wir

<'LL3,1U1> <u37w2>
W3 = Uz — 1 — 2
(wy, w1> <w2, w2>
1 1 111 1
=uz3—-w; —-ws = (=,=,=, —
3 9 1 6 2 37 37 37 )
mit (ws, w3) = % Die Orthonormalbasis lautet also vy = <\/L§, —\%,0,0), vy =

1

2 0) g (L L 1 3
' V6 f 3 T \2vB v VB 2v3B )

(%

O
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Das orthogonale Komplement

Definition Sei (V,(,)) ein euklidischer bzw. unitdrer Raum. Ist 77 C V eine
Teilmenge, so setzt man

T+ :={uecV|ulT, dh u L vfir jedes v € T}.

Beispiel In R? ist e3* die z, y-Ebene durch den Ursprung. Ist U C R3 ein
zweidimensionaler Unterraum, d.h. eine Ebene durch den Ursprung, so ist U+
die Gerade durch den Urpsrung, die senkrecht auf U steht.

Lemma 8.1 Sei (V,(,)) ein euklidischer bzw. unitirer Raum.

a) Fiir jede Teilmenge T C V ist T+ C V ein Unterraum. Ist v € T NT+,
dann v = 0.

b) Ist U CV ein Unterraum, so ist V =U & U+ und (UH)+ =U.

Bewets. Schreiben wir k fiir R bzw. C.

a) Immer gilt 0 L 7. Sind v,w € T+, A\, p € k und u € T, so ist
(Av + pw, u) = Ao, u) + p(w,u) =A-0+p-0=0.

Also A + pw € T+, und T+ ist ein Unterraum. Ist v € T N T+, dann
(v,v) = 0. Fiir alle v # 0 ist aber (v, v) > 0.

b) Orthonormalisierungssatz: U hat eine Orthonormalbasis vy, . . ., v, und die-
se lasst sich zu einer Orthonormalbasis vq,...,v, von V fortsetzen. Fiir
J > rgilt v; L U, denn v; steht senkrecht auf jedem Element der Basis
V1, ..., Up. Also U = Spann(v,41, . . ., v,) liegt in U+, Wegen U+ NU = {0}
und U @ U+ C V gilt dimU+ < n —r = dimU’. Also U’ = U+. Wendet

man das gleiche Argument auf U’ an, so sieht man, dass (U')* = U. n

Selbstadjungierte Endomorphismen und der Spektralsatz

Definition Sei V' ein euklidischer bzw. unitdarer Raum, und sei F': V' — V ein
Endomorphismus von V. Gilt (F(u),v) = (u, F(v)) fiir alle u,v € V, so heiit F
selbstadjungiert.

Wir wollen den folgenden Satz beweisen. Hierfiir sind einige Vorarbeiten notig.

Spektralsatz Sei V' ein endlich-dimensionaler euklidischer bzw. unitdrer Raum,
und seir F' ein selbstadjungierter Endomorphismus von V. Dann: alle Figenwerte
von F' sind reell, und es gibt eine Orthonormalbasis von V', die aus Figenvektoren
von F' besteht.
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Zuerst driicken wir den Selbstadjungiert-Begriff in der Matrizensprache aus, fiir
das Standardskalarprodukt.

Lemma 8.2 a) Sei A € M,(R) eine Matriz. Dann: Der Endomorphismus
L, des R™ ist genau dann selbstadjungiert, wenn A symmetrisch ist, d.h.

AT = A, d.h. Aﬂ = Aij fU,T alle Z,j

b) Sei A € M,(C) eine Matriz. Dann: Der Endomorphismus La des C" ist
genau dann selbstadjungiert, wenn A hermitesch ist, d.h. AT = A, d.h.
Aji = Ai; fir alle i, 7.

Beweis. Wir beweisen den zweiten Teil; der Beweis des ersten Teils ist analog
aber einfacher. Fiir u = (A,...,\,) und v = (pq, ..., py,) ist

(La(u),v) = Z Aij i

ij=1

(u, La(0)) = Y N Ajifui

3,j=1

Da die Werte von \;, y1; beliebig gewihlt werden kénnen, folgt: es ist genau dann
(u, La(v)) = (La(u),v) fir alle u,v, wenn A;; = Aj; fiir alle 4, j. "

Fiir den Spektralsatz miissen wir insbesondere zeigen, dass F' immer einen re-
ellen Eigenwert hat, auch im unitdren Fall. Im unitdren Fall zitieren wir den
Fundamentalsatz der Algebra; im euklidischen Fall miissen wir mittels Matrizen
argumentieren.

Fundamentalsatz der Algebra Jedes nichtkonstante Polynom mit komplexen
Koeffizienten besitzt mindestens eine komplexe Nullstelle.

Dieser wichtige Satz wird an dieser Stelle nicht bewiesen. Es gibt einige Beweise,
aber alle setzen mehr Hilfsmittel voraus, als im 1. Semester zur Verfiigung stehen.

Ein Korollar des Fundamentalsatzes ist die Tatsache, dass jede Matrix in
M,,(C) mindestens einen Eigenwert hat: denn das charakteristische Polynom muss
eine Nullstelle haben.

Lemma 8.3 Sei V' ein endlich-dimensionaler euklidischer bzw. unitdrer Raum.
Jeder selbstadjunguerte Endomorphismus F' von V' hat mindestens einen Figen-
wert, und alle Eigenwerte sind reell.

Das gleiche gilt fiir symmetrische reelle Matrizen und fir komplexe hermite-
sche Matrizen.
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Beweis. Der unitédre Fall: Nach dem Fundamentalsatz der Algebra hat das
charakteristische Polynom von F mindestens eine Nullstelle A. Sei v # 0 ein
Eigenvektor von F' mit Eigenwert A\. Dann A{v,v) = (\v,v) = (F(v),v).

Einerseits ist (F(v),v) = (v, F(v)), da F selbstadjungiert ist. Andererseits
ist (F'(v),v) = (v, F(v)), da (,) hermitesch ist. Folglich ist (F'(v),v) und somit
Av,v) reell. Da (v, v) reell und > 0 ist, folgt: A ist reell.

Matrizen: Ist A eine hermitesche komplexe Matrix, so ist L, nach Lemma 8.2
ein selbstadjungierter Endomorphismus des C". Die Eigenwerte von L4 sind die
von A, und umgekehrt. Die Aussage gilt also fir A. Ist A € M,,(R) symmetrisch,
so ist A gleichzeitig eine hermitesche Matrix in M,,(C). Die Aussage gilt also fiir
diese A.

Euklidischer Fall: Nach dem Orthonormalisierungssatz hat V' eine Orthonor-
malbasis B. Sei A die Matrix gpMp(F') von F beziiglich dieser Basis. Beziiglich
dieser Basis ist das Skalarprodukt auf V' das Standardskalarprodukt auf R", und
Fist L. Nach dem ersten Teil von Lemma 8.2 ist A also symmetrisch. Die Ei-
genwerte von A sind die Eigenwerte von F', und umgekehrt. [

Lemma 8.4 Sei I’ ein selbstadjungierter Endomorphismus des euklidischen bzw.
unitaren Vektorraums V. Sei U C V' ein Unterraum mit der Figenschaft, dass

F(U)CU. Dann F(UY) CU*.

Beweis. Sei u € U, v € U*. Wir miissen zeigen: es ist (u, F(v)) = 0.
Tatséchlich gilt (u, F(v)) = (F(u),v) = 0, denn F ist selbstadjungiert, F'(u) € U
und v € U™, (]

Beweis des Spektralsatzes. Induktion iiber n = dim(V'). Nach Lemma 8.3 hat
F einen reellen Eigenwert A. Sei v # 0 ein Eigenvektor mit diesem Eigenwert. Sei
V] = \/<1_>v. Dann v ist ein Eigenvektor mit Eigenwert A, und es ist (v, v9) = 1.

Sei U = Spann(vy). Wegen F(v1) = Avy gilt F(U) C U. Wegen Lemma 8.4
ist also F(U+) C U*. Wegen Lemma 8.2 Teil b) ist V = U @ U+. Nach Indukti-
onsannahme hat U+ eine Orthonormalbasis vs, . . . , v, die aus Eigenvektoren mit
reellen Eigenwerten besteht. Als ist vy,..., v, eine Orthonormalbasis von V', die
aus Eigenvektoren mit reellen Eigenwerten besteht. [

Rechenverfahren zur Bestimmung einer solchen Basis Man geht in drei
Schritten vor:

a) Charakteristisches Polynom von F berechnen, Nullstellen bestimmen: diese
sind die Eigenwerte von F.

b) Zu jedem Eigenwert X eine Basis des Eigenraums F)(F') berechnen (Gaufl-
Verfahren).
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c¢) Fiir jeden Eigenraum eine Orthonormalbasis bestimmen (Gram—Schmidt).
Diese Basen zusammenlegen.

Um zu sehen, dass dieses Rechenverfahren funktioniert, benttigen wir ein weiteres
Lemma:

Lemma 8.5 Sei F' ein selbstadjungierter Endomorphismus des euklidischen bzw.
unitdaren Raums V. Seien u,v zwei Eigenvektoren von F' mit unterschiedlichen
Eigenwerten. In diesem Fall gilt v 1 v.

Beweis. Sei A bzw. p der Eigenwert von w bzw. v. Nach Lemma 8.3 sind
A p€ R Also

plu, v) = {u, po) = (u, Fv)) = (F(u),v) = (du,v) = Mu, v) .

Wegen A\ # p folgt also (u,v) = 0. n

Orthogonale und unitire Endomorphismen

Sei V' ein euklidischer bzw. unitdarer Raum. Wegen des Vergleichs mit dem her-
kémmlichen Fall R® erklirt man die Linge ||v|| eines Vektors v € V durch
|lv|| :== v/ {(v,v). Im euklidischen Fall erklért man auflerdem den Winkel 6 € [0, 7]

zwischen zwei Vektoren v, w # 0 durch cos(f) = —Iliﬁf\l\ﬁ\\'

Definition  a) Ein Endomorphismus F eines euklidischen Raums V' heifit

orthogonal, wenn ||F(v)|| = ||v|| gilt fiir jedes v € V. Ein Endomorphismus
F eines unitdren Raums V' heifit unitir, wenn || F(v)| = ||v|| gilt fiir jedes
velV.

Das heifit, ein Endomorphismus ist orthogonal bzw. unitér, wenn er Léngen
erhalt.

b) Eine Matrix A € M,(R) heiBt orthogonal, falls A- AT = AT . A = E,, gilt.
Eine Matrix A € M,,(C) heifit unitdr, falls A- AT = AT - A = E, gilt.

Lemma 8.6 ) Sei F' ein Endomorphismus des euklidischen bzw. unitiren
Vektorraums V. Dann: F ist genau dann orthogonal bzw. unitdr, wenn
(F(v), F(w)) = (v,w) gilt fir alle v,w € V.

b) Sei A € M,(R) bzw. M,(C). Dann: der Endomorphismus La des R"™ bzw.
des C™ ist genau dann orthogonal bzw. unitdr (bzgl. des Standardskalarpro-
dukts), wenn die Matriz A orthogonal bzw. unitdr ist.

c) Um zu priifen, dass A € M, (R) orthogonal ist, reicht es, eine der Gleichun-
gen A- AT = E,, AT - A = E,, nachzuweisen. Fiir unitire Matrizen gilt die
entsprechende Aussage.
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Beweis. a) Wir miissen zeigen: ist (F'(v), F'(v)) = (v,v) fir alle v, dann
(F(v), F(w)) = (v, w) fiir alle v, w. Euklidischer Fall: Folgt aus der Polarisierungs-
Formel:

(v+w,v+w) — (v,v) — (w,w) = 2{(v,w),

die man mittels Bilinearitdt und Symmetrie nachweist. Unitérer Fall: Diesmal
lautet die Polarisierungs-Formel

(v+w, v+ w) — (v,v) — (w,w) = 2Re(v,w) .

Somit ist Re(F(v), F(w)) = Re(v, w) fir alle v, w. Das gleiche gilt fiir den ima-
gindren Teil, denn Re(v,iw) = Im(v, w).

b), ¢): Wir behandeln den unitédren Fall, der orthogonale Fall ist analog aber
einfacher. L4 ist genau dann unitir, wenn (A - v, A - w) = (v, w) fir alle v =

(21, 2,) und w = (wy, ..., w,) € C". Das heiit, wenn
n n n n
Z Z Z AiijAikwk = Z Zim, d.h.
i=1 j=1 k=1 i=1
n n n n n n
3) D) SPTE TR o Sp SR
i=1 j=1 k=1 i=1 j=1 k=1

Da zj, w;, beliebige Werte annehmen diirfen, folgt:

S AA = 0ibu, dh. > AyAy =6y
i=1 =1 =1

Dies ist die Aussage AT - A = E,. Das komplex Konjugierte dieser Gleichung
lautet AT - A = E,,. Fiir b) reicht es also, dass wir ¢) zeigen.

Aus AT . A = E, folgt det(AT)det(A) = 1 wegen der Produktregel fiir De-
terminanten. Somit ist det(A) # 0, also A hat Rang n und ist invertierbar.
Multipliziert man die Gleichung AT - A = E, von rechts mit A=, so erhilt man
AT = A=, Wir sind dann fertig, denn A- A1 = A'. A = E,. Analog folgt
AT = A 'aus A- AT = E,,. n

Bemerkung Ist A € M, (R) orthogonal, so folgt det(A4)? =1 aus A-AT = E,.
Also det(A) = £1. Die Matrizen

p=(o 1) p=(5 1)

sind orthogonal, mit det(B,) = +1, det(B_) = -1.
Ist A € M,(C) unitér, so folgt |det(A)| =1 aus A- AT = E,,. Fiir jedes z € C
mit |z| = 1 ist die matrix B, = S (1) unitar mit det(B,) = z.
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Definition Die orthogonale Gruppe O(n), die spezielle orthogonale Gruppe
SO(n), die unitire Gruppe U(n) und die spezielle unitire Gruppe SU(n) werden
wie folgt definiert:

Hilfssatz 7 Diese vier Gruppen sind tatsdichlich Gruppen, beziiglich Matrizmul-
tiplikation.

Bewers. Matrixmultiplikation ist bekanntlich assoziativ. Die Einheitsmatrix
liegt in allen vier Gruppen und ist das jeweilige neutrale Element. Was wir noch
zeigen miissen ist: ist G eine dieser vier Gruppen, und sind A, B Elemente aus G,
so liegen auch AB und A" in G. Ist A unitér, dann A~! = AT und (A—1)T = A.
Wegen AT A = E,, ist also auch A~! unitér. Sind A, B unitir, so ist (AB)T = BT
AT und deshalb AB-(AB)T = AB-BT - AT = AE,AT = E,,, d.h. AB ist unitr.
Der orthogonale Fall ist analog. Ist det(A) = det(B) = 1, dann det(A™!) =
det(AB) = 1 aufgrund der Produktregel. =

Satz 8.7 (Die Hauptachsentransformation) a) Ist A € M,(R) symme-
trisch, so gibt es ein S € SO(n) derart, dass S~YAS Diagonalgestalt hat.

b) Ist A € M,(C) hermitesch, so gibt es ein S € SU(n) derart, dass S™*AS
Diagonalgestalt hat. Auferdem sind alle Eintrdige dieser Diagonalmatriz
reell.

Beweis. Der komplexe Fall: L, ist nach Lemma 8.2 ein selbstadjungierter
Endomorphismus des C". Nach dem Spektralsatz gibt es also eine Orthonormal-
basis by, ...,b, des C" derart, dass jedes b; ein Eigenvektor von A ist. Sei T' die
Matrix, deren ite Spalte der Vektor b; € C" ist. Da die Spalten von T ortho-
normal sind, liegt 7" in U(n). Da die Spalten von T" Eigenvektoren von A sind,
ist 7' AT eine Diagonalmatrix. Sei z = det(T), dann |z| = 1. Ersetzt man den
ersten Basisvektor b; durch %bl, so liegt eine Orthonormalbasis weiterhin vor.
Sei S die entsprechende Matrix, d.h. die erste Spalte von S ist % mal die erste
Spalte von 7', und fiir j > 2 sind die jten Spalten von S und 7' gleich. Da auch
die Spalten von S orthonormal sind und Eigenvektoren sind, ist S € U(n), und
S~1AS ist diagonal. Nach Konstruktion von S ist auflerdem det(S) = 1, d.h.
S € SU(n). Der reeller Fall ist analog.

Letzter Teil: Da A hermitesch und S unitér ist, ist auch S~'AS hermitesch.
Die Diagonaleintréige einer hermiteschen Matrix sind reell. n
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Lemma 8.8 ) SO(2) besteht aus allen Matrizen der Art

b) Ist A € O(2) \ SO(2), dann gibt es ein € R mit A =

sinf  cosf
mit 0 € R. Diese Matriz entspricht eine Drehung um 0 durch 6 gegen den
Uhrzeigersinn. Ist sinf # 0, so hat die Matriz keine Eigenvektoren.

cosf sind )
sinff —cosf)’
Diese Matrixz enspricht eine Spiegelung in der Gerade durch O mit Richtung
(cos &,sin ). Sie hat die Eigenwerte 1 und —1.

cosf) —sin 9)

c) Ist A € O(3), so hat es mindestens einen Eigenwert. Nach einem Basis-

Beweis.  a) Tatsachlich ist die Matrix (

+1 0

wechsel erhdlt A den Gestalt ( 0 B

), wobei B eine Matriz aus O(2) ist.

cosf) —sinf
sinf  cos@
Determinante betrigt 1. Liegt A = (¢5%) € SO(2),s0ist (§3)-(28)=(§9)
und ad — bc = 1, also

orthogonal, und die

a+3t=1 V4+d®=1 ab+ecd=0 ad —bc=1

Aufgrund der ersten beiden Gleichungen gibt es Zahlen 6, ¢ mit a = cos ¥,
¢ =sinf, b = cos ¢, d = sinp. Wegen ad — bc = 1 ist sin(¢ — 0) = 1, also
¢ = 0+ 5. Deshalb ist b= —sin6, d = cos?.

Das charakteristische Polynom der Matrix ist X? — 2cosfX + 1 = (X —
cos )2 + sin? §. Fiir sin @ # 0, so verschwindet das Polynom nirgendwo.

Aus A € O(2)\ SO(2) folgt det(A) = —1. Sei B = A - ((1) _01> Dann

A=B- <(1) _01), und B € SO(2). Nach Teil a) gibt es also ein € mit

¢ sind . . - J—
A= (Z: 0 _SICI;S 0 Dann ist (cosg,sm g) ein Eigenvektor mit Eigen-

wert 1, und (— sin g, coS g) ist ein Eigenvektor mit Eigenwert —1. Diese Ei-

genvektoren stehen senkrecht aufeinander, und A entspricht eine Spiegelung
in der Gerade durch 0 in der Richtung des Eigenvektors mit Eigenwert +1.

Das charakteristische Polynom hat Grad 3 und ist somit ungerade. Somit
gibt es mindestens eine Nullstelle. Als Nullstellen kommen nur +1 und —1
in Betracht. Sei by, by, by eine Orthonormalbasis des R? derart, dass b; ein
Eigenvektor von A ist. Nach Wechsel zu dieser Basis hat A die angekiindigte
Gestalt. [
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9 Affine Unterrdume und Affine Abbildungen

Geraden und Ebenen im R? sind nur dann Untervektorriume, wenn sie den 0
enthalten. Dagegen schliefit der Begriff , affiner Unterraum® alle Geraden und
Ebenen mit ein.

Zwei gleichwertige Wege, eine Ebene F anzugeben, sind

e Ein Punkt P € E sowie zwei Richtungen v, w in E.

e Dreipunktform: Drei Punkte P, @), R auf F, die nicht auf einer Gerade lie-
gen.

Im ersten Fall ist
—_— =
E={Q|0Q =0OP + pv+vw, u,v € R}.

In der Sprache der Linearen Algebra sagt man, dass F die Nebenklasse E =
—
OP + U des zweidimensionalen Untervektorraums U = Spann(v, w) ist.

Vom ersten zum zweiten Fall kommt man, indem man @, R durch OQ) =
— — —
OP + v, OR = OP + w definiert. Vom zweiten zum ersten Fall kommt man,

— —

indem man v = PQ, w = PR setzt. Somit liegt S genau dann auf E, wenn es
Skalaren p, v gibt mit

—_— = — —
0SS =0P+ uPQ+vPR ,dh

— — — —
O0S=(1-pu—v)OP+ uOQ +vOR , d.h.
— — — —

OS = \OP + uPQ+vPR mit \+pu+v=1.

Bemerkung In diesem Kapitel ist es einfacher, sich auf Koérper k£ zu be-
schranken, die 1 + 1 # 0 erfiillen. H&ufig schreibt man diese Bedingung als
schar(k) # 2“. Bisher kennen wir nur einen Korper, wo 1 + 1 = 0 gilt: Fs.
Meistens arbeiten wir mit R oder mit C, dort gilt auf jedem Fall 1 + 1 # 0.

1. Definition Sei k ein Korper mit 1 4+ 1 # 0, und sei V' ein k-Vektorraum.
Eine Teilmenge A C V heifit ein affiner Unterraum, wenn gelten:

a) Sind a,b € Aund A\, € k mit A + p = 1, so liegt auch Aa + pb in A.
b) A#0

Vorsicht: Fiir manche Zwecke ist es sinnvoll, die leere Menge als einen —1-
dimensionalen affinen Unterraum zu betrachten.

Beispiel Jede Ebene und jede Gerade im R? ist ein affiner Unterraum.

Ist C € M(m x n,k) eine Matrix und b € k™ ein Vektor derart, dass das
Gleichungssystem C' - v = b l6sbar ist, so ist der Losungsraum L := LR(C,b) =
{ve k™| C-v=0>b} ein affiner Unterraum des £": denn ist C'-u = C - v = b und
At p=1,s0ist C- (Au+ pv) =XC-u+ puC-v= A+ ub=>.
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Lemma 9.1 Sei V' ein k-Vektorraum, wober 1 +1 # 0 in k. Set A C V ein
affiner Unterraum. Seien ay,...,a, FElemente von A, und seien \1,..., A\, € k
Skalare mit y ., N\; = 1. Dann liegt die Summe Y . | Nja; in A.

Beweis. Induktion tiber n. Fiir n = 1 ist nichts zu beweisen, der Fall n = 2
folgt aus der Definition. Sei also n > 3. Ist irgendein \; = 0, so konnen wir einen
Term streichen, das Ergebnis folgt aus der Induktionsannahme. Seien also alle

Gilt )\1 +)\2 = /\1 +/\3 = 0, So ist /\2 —|—>\3 = —2)\1 7£ 0, denn )\1 7é 0 und
141 # 0. Nachdem wir zur Not umnummeriert haben, kénnen wir also davon
ausgehen, dass A\; + A # 0. Dann > " Na; = pb+ > s Nia;, wobel = A + Ag
und b = %al%ag. Alsobe A, p+> " N =1, und Y | Na; € A n

Lemma 9.2 Sei A ein affiner Unterraum des k-Vektorraums V', wobei 1+1 # 0
im Korper k. Sei U :={b—a|a,b€ A}, eine Teilmenge von V. Dann:

a) U ist ein Untervektorraum von V.
b) Fir jedes a € A ist A die Nebenklasse a+ U, d.h. A={a+u|ueU}.

c) Ist umgekehrt W C V' ein Untervektorraum und b € V' ein Vektor, so ist
die Nebenklasse B:=b+ W ={b+w | w € W} ein affiner Unterraum des
V.

Definition Man nennt U den zu A assoziierten Untervektorraum des V', und
definiert die Dimension von A durch dim(A4) = dim(U).

Beweis. Fiir a € A setzen wir U, ={b—a | b€ A}. Esist dann A = a + U,,
und U, C U. Fiir a) und b) reicht es, zu zeigen, dass U, ein Untervektorraum ist,
und dass U C U, gilt.

Wegen a+0 =a € Aist 0 € U,. Seien u,v € U, und A\, u € k mit A\+p = 1. Sei
b= a+u, c = a+wv. Nach Definition von U, liegen b, c in A. Dann a + Au+ pv =
AMu+a) + p(v+a) = Ao+ pc € A. Somit ist \u + pv € U,, und U, ist ein
Untervektorraum.

Ist w € U, so gibt es b,c € A mit u = ¢c—b. Dann a+u = a— b+ ¢. Die Summe
der Koeffizienten ist 1 + (—1) + 1 = 1, also liegt a + v in A, weshalb u € U, gilt.

Teil ¢): Esist b=b+0€ b+ W, also b+ W # (. Sind ay,...,a, € b+ W,
so gibt es wy, ..., w, € W mit a; = b+ w;. Selen Ay,..., \, € kmit > A\ = 1.

Dann . . .
Z)\z‘ai = Z)\i(b+wi) = b+z>\iwi~
i=1 i=1 i=1
Also > Nia; € A, denn "7 \w; € W =
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2. Definition Sei k ein beliebiger Korper, V' ein k-Vektorraum und A C V
eine Teilmenge. Gibt es ein a € V und einen Untervektorraum U C V derart,
dass A = a + U gilt, so heiit A ein affiner Unterraum von V.

Der Beweis von Lemma 9.2 Teil ¢) zeigt, dass Lemma 9.1 jetzt fiir alle Kérper k
gilt. Die ersten Teile des Lemmas zeigen, dass die beiden Definitionen im Fall
1 4+ 1 # 0 iiberseinstimmen.

Lemma 9.3 Sei k ein beliebiger Korper. Sei C - x = b ein ldsbares lineares
Gleichungssystem, mit C' € M(mxn, k) undb € k™. Sei A C k™ der Lisungsraum
A =LR(C,b). Dann: A ist ein affiner Unterraum, und es ist

dim(A) + Rang(C) =n.

Umgekehrt lisst sich jeder affine Unterraum des k™ als einen solchen Ldsungs-
raum realisieren.

Beweis. Sei U C k™ der Nullraum U = LR(C,0) der Matrix C. Dann U =
Kern(L¢), und nach der Dimensionsformel gilt dim(U) + dim Bild(L¢) = n, d.h.
dim(U) = n — Rang(C). Sei a € k™ eine Losung von C' -z = b, d.h. a € A. Fiir
jedesu e Uist C-(a+u) =C-a+C-u=b+0="b,alsoa+U C A. Ist dagegen
a € A soist C-(a' —a) =0, weshalb o’ € U. Also A = a + U und deshalb
dim(A) = dim(U).

Letzter Teil: Sei A = a + U ein affiner Unterraum des k". Nach Korollar 4.5
gibt es eine lineare Abbildung f: k" — k™ mit U = Kern(f). Nach Lemma 4.6
Teil a) gibt es eine Matrix C' € M, (k) mit f = L. Somit ist U der Nullraum
von f, und A ist der Losungsraum des Gleichungssystems C' -z = f(a). [

Affine Abbildungen

Definition Sei k ein Korper. Sei A bzw. B ein affiner Unterraum V' bzw. W.
Eine Abbildung f: A — B heifit eine affine Abbildung, wenn fiir alle n > 1, alle
a,...,a, € Aund alle Skalare A\y,..., A\, € kmit > A\ =1 gilt

/ (Z )\iaz‘) = Z Aif(a;) .

Lemma 9.4 a) Sei f: A — B eine affine Abbildung. Sei T CV bzw. U CW
der zu A bzw. B assoziierte Untervektorraum. Dann gibt es genau eine
lineare Abbildung g: T — U derart, dass fir ein (und sogar fir jedes)
a€ Agilt fla+t)= f(a)+ g(t) firallet € T.

b) Umgekehrtist f: A — B, f(a+t) =b+g(t) eine affine Abbildung fiir jedes
b € B und fir jede lineare Abbildung g: T — U.
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c) Gilt 1+1 # 0 in k, so ist jede Abbildung g: A — B affin, die g(Aa+Nd') =
Ag(a)+Ng(a') erfillt fir alle a,a’ € A und fiir alle \, N € k mit A+ X = 1.

Beweis.  a) Eindeutigkeit von ¢: ist f(a +t) = f(a) + ¢(t), und ist o’ €
A, dann ist f(a') + g(t) = f(d') — f(a) + f(a + t). Da f affin ist, gilt

fld) = fla) + fla+ 1) = fla' —a+ (a+1)), dh. f(a') +9(t) = f(d' +1).
Somit ist g eindeutig, und f(a +t) = f(a) + g(t) gilt fiir alle a € A, sofern
es fiir mindestens ein a gilt.

Existenz: Man wihle ein a € A und definiere g: T — W durch ¢(t) =
fla+t)—f(a). Da f(a+t), f(a) beide in B liegen, liegt ¢(t) in U. Einerseits
ist f(a+ As+ pt) = f(a) + g(As + pt). Andrerseits ist

fla+As+put) = f(Ma+s)+pula+t)+ (1 —X—pa)
= AMla+s)+ufla+t)+ (1 —A—p)f(a)
= Af(a) + Ag(s) + pf(a) + pg(t) + (1 = A = p) f(a)
= f(a) + Ag(s) + pg(t).

b) Betrachten wir n Elemente a + t1,...,a +t, aus A. Ist > | \; =1, so ist
f (Z )\i(a+ti)> =f (CL + Z)\iti) =b+yg (Z )\iti> =b+ Z)\ig(ti)
i=1 ' ‘ i=1
= Z Ni(b+ g(t Z Nifla+1t;)

c) Man benutzt die Beweismethode aus Lemma 9.1. ]

Beispiel Wir betrachten k™ als einen affinen Unterraum von sich selbst und

betrachten affine Abbildungen f: k™ — k™. Nach Lemma 9.4 gibt es zu jeder

solchen affinen Abbildung f eine lineare Abbildung ¢: k" — k" mit f(v) =

f(0) +g(v).
Die affinen Abbildungen f: k™ — k" sind also alle Abbildungen f(v) = a +

A-v, wobei a € k" und A € M, (k). Jede affine Abbildung lésst sich faktorisieren
als f = hog, wobei g der lineare Endomorphismus ¢g(v) = A - v ist, und h die
Verschiebung h(v) = a + v ist.
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